Sfarisk trigonometri

Inledning

Vi vill anvinda den sfiriska trigonometrin fér berdkningar pa storcirkelrutter ldngs jordytan
(for sjofart och luftfart). En storcirkel &r en cirkel pa sfiren vars medelpunkt sammanfaller med
sfarens medelpunkt. Om man vill forflytta sig pa sfiren mellan tva av dess punkter, sa dr den
kortaste vigen alltid en storcirkelbage. 1 den sfiriska trigonometrin studerar man sambandet
mellan sidor och vinklar i sfdriska trianglar, dvs trianglar vilkas sidor utgors av storcirkelbagar
pa en sfar.

Andra cirklar 4n storcirklar pa sfiren har mindre radier och kallas darfor smacirklar. Observera
att smacirkelbagar aldrig ar sidor i sfiriska trianglar!

Vi véljer en axelriktning uppat i figuren och anvénder oss av latitud och longitud for att ange
lagen pa sfaren. En viktig typ av cirklar ar parallellcirklarna, dvs cirklar med konstant latitud.
Endast ekvatorn &r en storcirkel, évriga parallellcirklar dr smacirklar. En meridian &r en halv
storcirkel med konstant longitud.

Parallellcirklar

Meridian

Ekvatorn



Aven om det troligen #r bekant for lisaren, summerar vi lite om latitud och longitud. For en
ort P ser vi hur dessa vinklar refererar till laget for tva fundamentala storcirklar: ekvatorn
respektive nollmeridianen (genom Greenwich). Latituden anges positiv norrut, negativ séderut
(eller sa markerar man med N eller S). Den varierar ddrmed mellan —90° och 90° (polerna).
Longituden anges positiv Osterut, negativ vésterut (eller sa markerar man med E eller W).
Longituden varierar mellan —180° och 180°.

peridian

Nar vi talar om vinkeln mellan tva skidrande storcirklar menar vi vinkeln mellan cirklarnas tan-
genter i skarningspunkten. I figuren nedan markeras en hérnvinkel i en sfirisk triangel.

Anm: Denna vinkel dr ocksa vinkeln mellan de plan som de tva storcirklarna ligger i. I denna kurs har vi dock

inte arbetat med plan och deras inbordes vinklar och vi behéver inte gora det heller i fortsdttningen.

Om sfirens radie sdtts till 1 och om vinkeln méits i radianer, sa ar storcirkelbagens langd lika
med centrumvinkeln. Om man istéllet réknar med vinkelenheten minut, dar 1’ (1 minut) =1/60
grad, sa far man direkt storcirkelbagens lingd pa jordsfiren i nautiska mil (nautisk mil kallas
ju ocksa for distansminut!). I fortséttningen anger vi darfor storcirkelbagen som en vinkel (se
figuren nedan!), och kan da lidtt tolka den som en distans: &r t ex bagen 60° = 3600" sa dr
distansen léngs storcirkeln 3600 M (= nautiska mil).



I fortséttningen ar det underforstatt att alla storcirkelbagar och sfiriska trianglar ligger pa en
sfir med radien 1. Vi anvinder en standard for beteckningar motsvarande den vi hade i den
plana trigonometrin. Som framgar av figuren nedan betecknas den sfiriska triangelns hérn och
hornvinklar med A, B och C, medan de motstaende sidorna betecknas a, b och ¢ - de uttrycks
ocksa med vinkelmatt enligt foregaende. Sfarens medelpunkt &r O.

Observera att vinkelsumman i en sféirisk triangel alltid &r stérre &n 180°! Den kan i sjélva verket
ndrma sig 540°. Om triangeln &r mycket liten, dr den nédstan plan och vinkelsumman &r da
obetydligt mer &n 180°. Den vénstra figuren visar en sadan triangel, den hogra visar en triangel
vars vinkelsumma &r betydligt storre &n 180°. En stor vinkelsumma svarar alltid mot en stor
omkrets av den sfiriska triangeln.

7O

Anmairkning: Det finns en enkel formel som ger oss den sfiriska triangelns area T' (dvs arean av den sfiiriska
yta som begridnsas av den sfériska triangeln), den s. k. Girards formel:

T=A+B+C-—-n7
Hér maste vinklarna anges i radianer (det gar forstas med grader, men da blir formeln fulare). Om det géller att

beriikna arean av en sadan triangel pa en sfir av radien R, behéver man bara multiplicera med R?. Vi kommer

knappast att anvinda formeln i denna kurs, men fér den intresserade finns beviset av Girards formel i Appendix.



For plana trianglar dr det vil kédnt att storleksordningen mellan sidorna &r densamma som
mellan de motstaende vinklarna. Motsvarande kan visas gélla dven for sfiriska trianglar:

a<b < A<B

a=b < A=2RB

En skillnad gentemot plana trianglar &r véird att ndmna. Om man kinner alla sidorna i en
plan triangel, kan man bestdmma alla triangelns vinklar (med cosinussatsen). Om man dére-
mot kinner alla vinklarna, kan man bara bestidmma forhallandet mellan sidorna. Det finns da
likformiga trianglar som har motsvarande vinklar lika. For sfiariska trianglar ddremot, kan man
bade bestimma vinklarna nar man kianner alla sidorna och bestdmma sidorna nér man kidnner
alla vinklarna. Det finns alltsa inte tva likformiga sféiriska trianglar med alla motsvarande vinklar
lika men med olika stora sidor. Detta hinger forstas ihop med att de sfiriska trianglarna ligger i
en sfirisk yta med bestdmd radie. Om man reser till manen, kan man pa dess yta hitta en sfarisk
triangel som ér likformig med en pa jordytan men har mindre sidor. I den sfiriska trigonometrin
maste man dock halla sig till samma sfiriska yta for att kunna rikna pa ett rimligt sétt, det
naturliga valet av radie blir da 1 (som vi ju redan har valt).

Nagra exempel pa problem som kan 16sas med sfirisk trigonometri:

Man fardas pa havet ldngs storcirkeln mellan tva punkter A och B med givna latituder och
longituder. Hur langt &r da avstandet mellan A och B ldngs denna rutt? Vilken kurs ska man
starta i och vilken kurs haller man da man nar B? Var pa resan finns den nordligaste eller sydli-
gaste punkten och pa vilken latitud? Ytterligare problemtyper kommer att dyka upp i senare
navigationskurser.

For att kunna 16sa dessa och andra problem, behtver vi ett par satser. Dessa motsvarar sinus-
och cosinussatserna fran den plana trigonometrin och liknar i viss man dessa. De ges hér utan
bevis, men atfoljda av exempel. Bevisen finns for den intresserade i ett Appendix. Det finns
ytterligare en méangd formler och regler inom den sfiriska trigonometrin, men malet dr hér att
ge en grundliggande forstaelse. Vi ndjer oss darfor med de sfiriska sinus- och cosinussatserna.



Sfariska sinussatsen

I varje sfirisk triangel géller att

sinA sinB sinC

sina sin b sinc

Exempel 1: I en sfirisk triangel dr A = 95°, B = 38° och a = 37°. Berikna sidan b.
B

Losning:
Vi kan faststilla att eftersom A > B sa ar dven a > b.
Enlig sinussatsen har vi

sin b __sina sinasin B

— = sinb= ——— = b~21,8°
sinB sin A St sin A ’

Fallet b = 180° — 21, 8° &r inte mojligt, eftersom B < A = b < a = 37°.
Vi har funnit att sidan b ~ 21, 8°.

Sfariska cosinussatsen

I varje sfirisk triangel géller att

cosc = cosacosb+ sinasinbcosC

Specialfall: om vinkeln C' &r rét, far man
COS C = cos a cos b,

vilket &r den sfiriska motsvarigheten till Pythagoras sats.

Eftersom cosinus alltid ger entydigt besked om vinkeln, &r sfiriska cosinussatsen att foredra
framfor sfariska sinussatsen om det dr maojligt.

Anmirkning: Det finns en nirbesliktad formel, den s. k. duala cosinussatsen:

cos C = — cos Acos B + sin Asin B cos ¢

som &r intressant, eftersom den visar att man kan beridkna alla sidorna om man vet alla vinklarna, vilket tidigare

framhallits som en skillnad gentemot situationen for plana trianglar.



Exempel 2:

(a) Berdkna avstandet lings jordytan mellan en ort A med latitud N23°, longitud E65° och en
annan ort B med latitud N41°, longitud E14°.

(b) Berdkna kursen man ska halla, dels vid avresan fran A och dels vid ankomsten till B.

Lésning:

I detta och liknande problem med storcirkelrutter bildar man en anvéandbar sfarisk triangel med
horn i start A och mal B samt i nordpolen C' (figuren nedan till viinster). Observera ocksa att
longituden for en ort blir lika med hoérnvinkeln i nordpolen mellan nollmeridianen och ortens
meridian. Darmed blir vinkeln i hérnet C' lika med longituddifferensen mellan orterna A och B.

(a) Vi ritar upp situationen, dels en figur med den ndmnda sfiriska triangeln, dels en figur som
belyser hur latitud och longitud ger oss sidor och vinklar i triangeln.

ollmeridianen

Da kénner vi genom latituderna sidorna AC' = b = 90°—23 = 67° och BC = a = 90° —41° = 49°
samt genom longituderna vinkeln C' = 65° — 14° = 51° (se hogra figuren!). Cosinussatsen ger nu

cosc = cosacosb+ sinasinbcosC =
= c0549° cos 67° + sin 49° sin 67° cos 51°
vilket ger ¢ ~ 46,089° = 46,089 - 60" ~ 2765, dvs avstandet dr 2765 M.

(b) De efterfragade kurserna blir nu (rita sjélv figurer!): 360° — A respektive B + 180°.

For att f& vinkeln A gar det bra att anvénda sinussatsen, men man far d& avgora om det &r det
spetsiga eller trubbiga 16sningsalternativet till sinusekvationen som ska viéljas. Observera ocksa
att vi inte har nagon bestdmd vinkelsumma att utnyttja, och det kan faktiskt finnas mer &n en
trubbig vinkel i den sfiriska triangeln! Darfor tar vi istéllet cosinussatsen, som ger sikert besked:

. . cosa — cosbcosc
cosa = cosbcosc +sinbsinccos A = cos A = - - = A~ 54,5°
sinbsin ¢

. . cosb —cosacosc
cosb = cosacosc+sinasinccos B = cos B = - - = B~96,8°
sina sin ¢

Darmed ar kursen vid resans start 360° — A =~ 305, 5° och vid dess méal B + 180° = 277°.
Vi noterar dven att vinkelsumman i triangeln ABC' &r ~ 202, 3°.

Svar: Avstandet dr 2765 M, de sokta kurserna &r 305, 5° respektive 277°.



Exempel 3: Vi stéiller nu samma fragor som i féregaende exempel da vi startar i en ort A med
latitud 532°, longitud W40° och anlédnder till en ort B med latitud N23°, longitud E35°.

Lésning:

Nér vi har orter pa olika sidor om nollmeridianen eller pa olika sidor om ekvatorn far vi se upp
med vinklarna. Man kan ridkna precis som i férra exemplet om sydliga latituder och vistliga
longituder ridknas negativa. Annars ser vi hur det blir om vi ritar figurer motsvarande dem i
exempel 2.

2° Nollmeridianen
: Ekvatotrn

Vi betraktar den sfiriska triangeln med nordpolen C' och de tva orterna A och B som hoérn
(figuren till vénster). Da far vi sidorna BC' = a = 90° —23 = 67° och AC = b = 90° +32° = 122°
samt vinkeln C' = 35° 4+ 40° = 75° (se hogra figuren!). Cosinussatsen ger nu
cosc = cosacosb+sinasinbcosC =
= cos 67° cos 122° + sin 67° sin 122° cos 75°
vilket ger ¢ &~ 90, 287° = 90, 287 - 60" ~ 5417, dvs avstandet dr 5417 M.
Vi berdknar nu vinklarna A och B for att fa kurserna. Den hér gangen ser vi att (rita igen!)

startkursen blir A och malkursen blir 180° — B.
Cosinussatsen igen:

cosa — cosbcosc

cosa = cosbcosc+sinbsinccos A = cosA = - - = A=~62,8°
sinbsin e
. . cosb — cosacosc
cosb =cosacosc+sinasinccos B = cosB = - - = B~1250°
sinasinc

Darmed ar kursen vid resans start A = 62, 8° och vid dess mal 180° — B = 55, 0°.

Svar: Avstandet dr 5417 M, de sokta kurserna dr 62, 8° respektive 55, 0°.



Exempel 4: Tva orter befinner sig pa samma latitud 50°. Longituddifferensen mellan orterna
ar 21°.
(a) Hur langt &r det mellan orterna léngs parallellcirkeln mellan dem?

(b) Hur langt dr det mellan orterna ldngs storcirkeln mellan dem? Detta &r ocksa minsta avstan-
det ldngs jordytan.

Losning:

(a) En minuts longitudsdifferens svarar inte mot samma striicka pa parallellcirkeln med latitid
50° som pa ekvatorn. Vi tar reda pa forhéllandet mellan dessa genom att berikna radien i
parallellcirkeln (ekvatorsradien sitts till 1), se figuren!

Vi ser da att parallellcirkelns radie maste vara r = cos50°, sd detta &r den faktor vi maste
multiplicera longituddifferensens minuter med for att fa nautiska mil. Strickan mellan orterna
lings parallellcirkeln blir alltsa 21 - 60 cos 50° ~ 809,91 M.

(b) For att fa storcirkeldistansen anvénder vi liksom i exempel 2 och 3 den sfériska triangeln
med orterna och nordpolen som hérn.

Vi far nu med cosinussatsen

cosx = cos 40° cos 40° + sin 40° sin40° cos 21° = z ~ 807,24’

Svar: (a) 809,9 M, (b) 807,2 M.



Exempel 5:

Arlanda flygplats (ARN) har latituden N59°39" och longituden E17°55', Los Angeles Interna-
tional Airport (LAX) har koordinaterna N33°57" och longituden W118°24’.

(a) Hur lang &r flygrutten mellan orterna léngs storcirkeln? Rikna pa havsnivan.

(b) Om man startar i Arlanda, vilken kurs ska man flyga ut i?

(c) Var pa storcirkelbagen mellan flygplatserna finns den nordligaste punkten? Ange dess koor-
dinater.

Losning:

Drag storcirkelbagen mellan nordligaste punkten P och nordpolen. Vi far tva sfiriska trianglar
att arbeta med, och vinklarna vid P &r réta, eftersom storcirkeln dér tangerar en parallellcirkel
(markerad i figuren).

Nordpolen

P AR
AX

Vi ser hur stor jorden &r, Los Angeles dr inte direkt pa andra sidan jorden! Vi sidtter ARN till
A, LAX till B och nordpolen till C' och vi gor en lite stérre figur med sjélva triangeln:

Med beteckningarna lat 4, long respektive latg, longp for orternas koordinater har vi
a =90°—latp, b = 90°—lat 4, C =longa-longp.

Vad behover vi berékna? For att svara pa (a) vill vi veta sidan ¢, for (b) rdcker det med vinkeln
A (kursen blir 360° — A) och for (c) behover vi strickan f (ger oss latp = 90° — f) och vinkeln
D (ger oss longp =long4 — D).

Observera att vistlig longitud riknas negativ! Gér om minuter till decimalgrader, t ex 59°39" =
(59 +39/60)°.



(a) Cosinussatsen ger:
cosc = cosacosb+sinasinbcosC = ¢~ 79,70°

Darmed ar avstandet ¢- 60 M = ¢- 60 - 1,852 km =~ 8856 km. Vill man ta hinsyn till flyghtjden
h far man addera %27#1, vilket for h = 11km blir ca 15 km.

(b) Cosinussatsen ger oss nu #ven vinkeln A:

. . cosa — cosbcosce
cosa = cosbcosc+sinbsinccos A = cosA = - - = A =~35,61°
sinbsin ¢

Eftersom AC &r meridianen genom ARN, sa blir kursen vid start 360° — A ~ 324°.

(c) Triangeln AC'P har rit vinkel vid P. Sinussatsen ger da

sinf  sinb  sinbd
sinA  sin90° 1

= ginf =sinAsinB = f=x17,11°

Cosinussatsen med rit vinkel (dvs Pythagoras sats for sfirisk triangel) ger

b
cosb = cos fcosd = cosd = €08 = d = 25,45°
oS
och sinussatsen igen:
sin D in 90° 1 ind
SIMZ T o osinD =220 o fasgo8°
sind sinb sinb sinb

Nu har vi latp = 90° — f =~ 72,89° och longp=longs — D ~ —40,36°. Uttryckt i grader och
minuter far vi slutligen att orten P har latitud 72°53'N och longitud 40°22'W. Denna punkt
ligger mitt i den gronldndska inlandsisen.

Svar:
(a) 8856 km.

(b) 324°.

(c) 72°53'N, 40°22'W.



Ovningar

Storre delen av dessa évningar dr himtade fran kompendiet Sfarisk trigonometri av
Kjell Borjesson, 1986.

1. Los ut det som efterfragas i repektive triangel.

) a=34,44°, A =61,55°, B = 24,46°. Berikna b.
) b=68,90°, ¢ = 56,85°, C = 45,23°. Berikna B.
) a=31,15°, b =84,32°, B = 8,45°. Berikna A.

) ¢=28,44°, A =138,25°, C = 18,57°. Berikna a.
) a=155,16°, ¢ =73,68°, A =47,40°. Berikna C.

)
)
)
) a=179,30°, b=100,20°, ¢ =113,27°. Berdkna B.

e) a=43,58° b=44,17°, ¢ = 58,38°. Berékna C.
) a=287,73° ¢ =126,16°, B = 103,48°. Berikna b, A, C'.
) a=41,17°, b=118,93°, C' = 163, 12°. Berékna c, A, B.
) a =136,82° b=102,15°, ¢ =60,15°. Beridkna A, B,C.
) a=95,60° b=116,87°, ¢ = 90,00°. Berikna A, B, C.

3. 1 foljande trianglar &r C' = 90°. Berdkna aterstaende sidor och vinklar.

(a) a=39,16° b=41,25°.
(b) a = 57,21°, b= 49,69°.
(c) b=121,73°, ¢ = 93,17°.

4. Mellan tva fartyg som bada befinner sig pa latituden S35° dr longitudsskillnaden 60°.
Fartygen styr mot varandra lings den gemensamma storcirkeln och B:s fart dr hélften av
A:s. Berdkna den distans fartyg B har tillryggalagt nir de mots.

5. Berikna storcirkelavstandet mellan en ort pa ekvatorn med longitud E45° och en ort
med latitud 45° och longitud 0°, dvs pa Greenwichmeridianen. (Hér kan du anvénda en
ritvinklig triangel!)

6. Mellan tva orter pa latitud 55° &r avstandet 1274 M liangs parallellcirkeln. Berikna det
kortaste avstandet ldngs jordytan mellan orterna.

7. (a) Berikna storcirkeldistans och utseglingskurs fran N35°20', W74°36’ till N49°10", W5°14’.
(b) Beriikna latitud och longitud for storcirkelns nordligaste punkt.



Facit

1.

(a) b~ 15,45°
(b) B~ 52,29° eller B ~ 127,71°
(c) A~ 4,38°
(d) a = 84,73° eller a ~ 95,27°
(e) C ~59,40° eller C ~ 120, 60°
(a) ¢~ 154,62°
(b) b~ 21,01°
(c) A~ 121,16°
(d) B~ 96,60°
(e) C ~ 89,44°
(f) b~ 102,21°, A~ 96,20°, C ~ 126, 56°
(g) ¢~ 156,27°, A ~28,37°, B~ 39,17°
(h) A~ 137,43°, B~ 75,11°, C ~ 59,03°
(i) A=~ 96,28, B 117,01°, C ~ 92,85°
(a) ¢~ 54,34°, A~ 51,01°, B~ 54,24°
(b) ¢~ 69,49°, A~ 63,84°, B ~ 54,50°.
(c) a~83,96°, A~ 84,86°, B~ 121,59%°.
. 967 M
. 3600 M
. 1259 M
(a) 3077 M, 51,7°

(b) N 50°13', W 20°46’



