3. Trigonometri

Inledning
Trigonometri betyder triangelmétning. De grundliggande storheterna som vi kan mita

1 en triangel dr dess sidor och vinklar. Ett bra sitt att beteckna en triangels sidor och
horn framgar av figuren.

C
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Vi anvinder alltsa sma bokstédver for sidorna och deras langder och motsvarande sto-
ra bokstdver for hornen mittemot. Samtidigt far de stora bokstdverna ocksa beteckna
vinklarna i respektive horn. Det finns ett enkelt forhallande mellan storlekarna pa sidor
och vinklar: storleksordningen dr densamma mellan sidorna och deras motstaende vin-
klar. Storsta sidan star mot storsta vinkeln, minsta sidan star mot minsta vinkeln. T ex
i triangeln 1 figuren giller att b > ¢ > a och B > C > A. Vidare antar vi att det ar ként
att vinkelsumman i varje triangel dr 180°, dvs ett halvt varv.

Tva specialfall:

e En triangel som har tva sidor lika kallas likbent. Vinklarna mellan var och en av
de lika sidorna och den tredje kallas basvinklar. Dessa ar alltid lika stora.

e En triangel som har alla tre sidor lika kallas liksidig. I en liksidig triangel &r alla
vinklarna 60°.

I detta kapitel introduceras de trigonometriska funktionerna och nagra anvindbara
satser for triangelberdkningar presenteras och anvinds. Forst nagot om tva grundlag-
gande begrepp: kongruens och likformighet.



Kongruens

Om det for tva trianglar ABC och A’B'C’ med motstaende sidor betecknade enligt kon-
ventionen ovan a, b, c respektive a’, b', ¢’ giller: A=A, B=B,C=C,a=4d,
b=1"b,c=(,sasigs trianglarna vara kongruenta. De kan dirmed fé vara spegelviinda
som i nedanstaende figur.

For trianglar géller de tre s k kongruensfallen:

Kongruensfallen

1. Sida — vinkel — sida: Om a = d, B= B och ¢ = ¢ sd dir trianglarna
ABC och A'B'C' kongruenta.

2. Sida -sida —sida: Om a=d/, b=1b' och ¢ = ¢ sa ¢ir trianglarna ABC
och A’B'C’ kongruenta.

3. Vinkel — sida — vinkel: Om A = A’, b =b' och C = C' sd trianglarna
ABC och A'B'C' kongruenta.

Observera att motsvarigheten till fall 2 inte géller for fyrhorningar: om man klistrat
ihop fyra pinnar till en fyrhorning, kan man “vicka” pa konstruktionen och erhalla
olika fyrhorningar med samma sidor men med olika vinklar. Detta gar forstas inte med
en triangel.



Likformighet

Om det for tva trianglar ABC och A’B'C’ med motstaende sidor betecknade enligt kon-
ventionen ovan a, b, c respektive d’, b’, ¢’ giller:

a b

A:Alv B:B/7 C:C/, - )

a b c

sa sdgs trianglarna vara likformiga. De kan dven nu fa vara spegelvinda som i figuren,
dér forhallandet mellan motsvarande sidor ér 8:5=1,6. Om man ser den hogra triangeln
som en likformig avbildning av den vinstra, sa ir skalan 1,6.

a b
A@
A B B A’

Det finns motsvarigheter till de tre kongruensfallen nér det géller likformighet hos
trianglar:

Likformighetsfallen

/ /
1. Sida — vinkel — sida: Om B = B' och & = < sd ar trianglarna ABC

a ¢
och A'B'C' likformiga.
ada b
2. Sida - sida —sida: Om — = =3 sd dr trianglarna ABC och A'B'C’
a c
likformiga.

3. Vinkel - (sida) — vinkel: Om A = A/, och B = B’ sa trianglarna ABC
och A'B'C' likformiga.

Forutsittningarna i fall 3 innebdr att dven C = C’, eftersom alla trianglar har samma
vinkelsumma. Enligt definitionen av likformighet ska dels motsvarande vinklar vara
lika, dels forhallandet mellan par av motsvarande sidor vara lika. For trianglar innebér
likformighetsfall 2 och 3 att den ricker att verifiera den ena av dessa tva egenskaper.



Exempel 1: I en triangel ABC med sidorna a = 8, b = 3 och ¢ = 7 drar strickan mellan
sidorna b och c¢ parallellt med sidan a, sé att det bildas en mindre triangel AB'C’ (se
figur). Beriikna sidornas lingder i denna sa kallade topptriangel om strickan BB’ = 3.

Ldsning: DA trianglarnas vinklar 6verensstimmer: A gemensam, B=B', C = (', s dr
trianglarna likformiga (tredje likformighetsfallet). Forst konstaterar vi att ¢’ =7 —3 =
4, ddrefter anvinder vi likformigheten for att bestimma 6vriga sidor:

/ / /
a c c
v 4 12
Z = b =b—=3—=""1~1.71
b PG A

Svar: Sidorna ir a’ ~ 4,57, b' =~ 1,71, ' = 4.



Vinkelenheter

Den mest anviinda vinkelenheten dr nog grader. Den dr emellertid inte sirskilt naturlig,
eftersom antalet 360 grader pa ett varv kinns ganska godtyckligt valt. Talet 360 har
dock bra delbarhetsegenskaper, sa manga naturliga brakdelar av ett varv svarar mot
hela antal grader. Man har ocksa forsokt introducera nygrader (gon): 1 varv = 400
nygrader, men 400 har lite simre delbarhet (t. ex. vinklarna i en liksidig triangel &r
inte heltal i denna enhet). Om vi sldpper delbarhetsaspekten, sa dr forstas enheten
varv en naturlig enhet. Men den viktigaste enheten utdver grader har dnda kommit
att bli radianer. Dess fordel &r att den naturligt kopplar ihop cirkelbagens lingd med
vinkelmattet.

Definition: Vinkelenheten radian bestims av att 27 radianer ir lika med ett varv.

Detta betyder ocksa att cirkelbagen som har centrumvinkeln v radianer har langden vr
radianer, om cirkelns radie ar r.

vr

Den vinstra figuren visar hur vinkeln 1 radian svarar mot att radien och cirkelbagen &r
lika langa. I den hogra figuren ser man det generella sambandet mellan vinkelmattet i
radianer och cirkelbagens ldngd.

I matematiken dr radianen den grundliggande vinkelenheten, och den behover inte
sittas ut. Skriver man att en vinkel dr 2,5 s forutsitts detta innebdra 2,5 radianer.
Menar man 2,5 grader, maste man alltid skriva 2,5°.

Omvandlingar mellan grader och radianer blir enklast om man minns att 7 radianer &r
lika med ett halvt varv, dvs 180°. Alltsa:

T
=180°, 1°=—
T 80°, 180

Man uttrycker ofta vinkeln med 7 som “enhet”, t. ex. dr en rit vinkel lika med > en

180°
60-gradersvinkel &r g Vinkeln 20° 4r alltsa 20i _z T_ —

80 9 M= 10 718




3.1 Rétvinkliga trianglar

En rdt vinkel ar ett kvarts varv = 90°, vinklar mellan 0° och 90° kallas spetsiga, vinklar
mellan 90° och 180° kallas trubbiga. En rdtvinklig triangel har en vinkel som ir rét,
de ovriga vinklarna dr ddrmed spetsiga.

I en rétvinklig triangel kallas de tva sidor som bildar rit vinkel kateter, den aterstaende
(lingsta) sidan kallas hypotenusa. Vi formulerar en vilkénd sats:

Pythagoras sats:

I varje ritvinklig triangel 4r, med figurens beteckningar, a” + b* = ¢?

I ord uttryckt: Summan av kateternas kvadrater dr lika med kvadraten av hypotenusan.

B

A fC

b

Likheten i satsen giller dessutom bara for rétvinkliga trianglar, alltsa: om a® 4 b* = ¢?

sa dr vinkeln C rit. Detta kan man kalla omvéndningen av Pythagoras sats.

Exempel 2: I en réitvinklig triangel dr den ena kateten a = 126 cm och hypotenusan &r
¢ = 130 cm. Da kan vi beridkna den aterstaende kateten b ur Pythagoras sats:

12624+b%>=130> = b*=130>—-126=1024 = b=+1024=232

Alltsa: b =32 cm

Exempel 3: En triangel har sidorna a = 295, b = 305 och ¢ = 424. Ar den riitvinklig?
Om den ir ritvinklig ska enligt Pythagoras sats gilla a”> 4+ b* = ¢2. Hir visar det sig
att a® 4 b* = 180050 och ¢ = 179776, si triangeln kan inte vara ritvinklig (fast det 4r
“néra”).

Exempel 4: Vi stiller samma fraga om en triangel har sidorna a = 297, b = 304 och
¢ = 425. Nu visar det sig att a® + b*> = ¢* = 180625. Omvindningen av Pythagoras
sats giller (se kommentar ovan): om a + b? = ¢?, sa ir vinkeln C rit. Denna triangel
ar alltsa exakt rétvinklig.



Exempel 5: Berikna hur langt det &r till den synliga horisonten pa 6ppet hav da 6gat
befinner sig 15 meter over havsytan. Vi antar att jorden dr klotformad med radien
6371 km. (Vi bortser ocksé fran atmosfirisk ljusbrytning som okar avstandet nagot,
varierande med de atmosfiriska forhallandena och sdgs i genomsnitt vara ca 8% for
mattliga virden pa h.)

Losning: Med beteckningar enligt figuren, som forstas ér kraftigt 6verdriven, har vi
en riatvinklig triangel med kateterna d (det sokta avstandet) och R (jordens radie) och
hypotenusan R+ 4 (radien plus hojden). Vi sitter in detta 1 Pythagoras sats (alla lingder
i enheten meter!):

d>+R*=R+h)? <— dE+R=R+h+2Rh <+ d*=h*+2Rh

d=\/h+2Rh = /152 +2-6371000-15m ~ 13825m
Svar: Avstandet dr ca 14 km.

Anmirkning: i exemplet 4r  avsevirt mycket mindre in R. D4 kan man forsumma A2
i forhallande till 2Rh och fa den enklare formeln d ~ v/2Rh (skiljer bara en knapp cm i
vart exempel), men om £ borjar komma in pa rymdfartens omrade, sa kan man behdva
den exakta formeln.



3.2 De trigonometriska funktionerna i ratvinkliga trianglar

Med utgangspunkt fran figuren vid Pythagoras sats definierar vi de trigonometriska
funktionerna:

motstadende katet

) a
SinA = —=
c hypotenusa
b arli de katet
cosA — b _ nirliggande kate
c hypotenusa
a  motstaende katet
tanA = —=——; )
b  nirliggande katet
b  nirli de katet
cotd = 2_ 1g°gan e kate ‘
a  motstaende katet

Forkortningarna utldses sinus, cosinus, tangens och cotangens. Det foljer av defini-
tionerna att sinA och tanA okar om A 6kar, medan cosA och cotA minskar (sa linge
vinkeln A r spetsig, storre vinklar behandlas senare). Vi observerar ocksa griansfallen
0° och 90° dar vi far
sin0° = tan0° = 0, cos0’ =1
sin90° =1, c0s90° = cot90° =0
medan tangens inte kan definieras for 90° och cotangens inte kan definieras for 0°.

Vissa samband mellan de olika trigonometriska funktionerna kan ocksa konstateras:

Exempel 6: En triangel med sidorna a = 3, b =4 och ¢ = 5 lingdenheter &r ratvinklig,
eftersom 32 + 42 = 52, Den brukar kallas den egyptiska triangeln och ger oss ett Litt
sdtt att tillverka en vinkelhake. I denna triangel ar alltsa

SinA = 5 COSA = %l? tanA = %, COtA = 3
Med hjélp av minirdknaren kan vi berdkna de trigonometriska funktionerna for en
vinkel, men vi kan ocksa ta reda pa vinkeln, om man kénner en trigonometrisk funktion
(atminstone om vinkeln #r spetsig som hir). Eftersom det ser ganska olika ut pa olika
raknare, tar vi detta pa undervisningen och inte hir i detalj. T ex kan vi fa ut vinkeln A
1 den egyptiska triangeln genom att anviinda sinusfunktionen enligt ovan. sinA = 0,6
ger da med minirdknarens hjilp att A ~ 36,9°.

Vi far ocksa genom att multiplicera med ndmnarna i definitionerna att
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a=c-sinA, b=c-cosA, a=b-tanA.

Exempel 7: Antag att sidan ¢ = 12cm och vinkeln A = 52°. Da kan vi berikna de ater-
staende sidorna: a = ¢-sinA = 12-sin52° ~ 9,46¢cm och b = ¢-cosA = 12-co0s52° =
7,39cm.

Exempel 8: Antag att sidan » = 8cm och vinkeln A = 33°. Da ér tanA =
a=>b-tanA = 8tan33° ~ 5,20cm. Vidare idr cosA = l—c’ = c= ﬁ = 0088330 ~9,54cm.

Tva vinklar som har summan 90° kallas komplementvinklar. 1 var ritvinkliga triangel
ar A och B =90° — A komplementvinklar. Vi tittar lite utforligare pa definitionerna av
de trigonometriska funktionerna och kan da se:

cos(90° —A) = sinA, sin(90° —A) = cosA,
cot(90°—A) = tanA, tan(90° —A) = cotA.

Det finns ett annat enkelt samband mellan sinus och cosinus. Om vi tar likheten a® +
b* = ¢? i Pythagoras sats och dividerar bada leden med ¢?, far vi

a\? b\ 2
CRIEe
c c
dvs uttryckt i sinus och cosinus:
(sinA)? + (cosA)? =1

Sambandet brukar kallas trigonometriska ettan. Man brukar skriva lite kortare:

sin®A + cos?A =1

For vissa vinklar kan man komma at de exakta viardena pa de trigonometriska funktion-
erna. Speciellt om man utgar ifran en kvadrat eller en liksidig triangel &r detta enkelt.



45° — 45° —90°: Vi delar en kvadrat med sidan 1 ldngdenhet lings diagonalen. Diago-
nalens lingd blir di v/2 lingdenheter (anvind Pythagoras sats!).

Nu kan vi anvinda vara definitioner av trigonometriska funktioner:

sin45° ,
V2

cos45° =

tan45° =1, cot45° =1

1
V2

30° — 60° —90°: Vi upprepar bravaden med en liksidig triangel som vi klyver sym-
metriskt. Vi later sidorna vara 2 lingdenheter, sa att den delade halva sidan blir 1
lingdenhet. Med Pythagoras sats kan vi di beriikna delningslinjen (hojden) till v/3.

30

60°

—

1

Nu far vi de exakta viardena pa de

trigonometriska funktionerna for bade 60° och 30°

(vi hoppar 6ver cotangens denna gang):

V3

in60° = >
sin 5

1
i 300 = —
sin X

cos60° = —, tan60° = /3

| =

cos30° = , tan30° =

>[5
Sl
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Vi kan stilla samman vara resultat i en liten tabell, dir vi ocksa tar med 0° och 90°.

v [ 0]30°|45°|60°|90°
. 1 2 3
sinv | 0 5 % % 1
cosv | 1 g @ % 0
tanv | O 7 1 V3] —

3.3 Trigonometriska funktionerna for allménna vinklar

I trianglar kan ju vinklarna bli mellan 0° och 180°, i fyrhérningar och andra ge-
ometriska figurer kan man ha vinklar melllan 0° och 360°. Det senare giller ju ocksa
vid angivning av kurs for ett fartyg eller flygplan. I andra sammanhang, t ex ndr man
arbetar med roterande apparater (generatorer, motorer etc) eller med andra periodiska
processer, later man vinkeln 16pa vidare flera varv. Om rotationsriktningen vands, rak-
nar man ocksa med negativa vinklar. Med andra ord, vinklar kan fa ha vilka reella
virden som helst. Ddarmed finns det ocksa anledning att utvidga vara definitioner av de
trigonometriska funktionerna.

For att kunna definiera de trigonometriska funktionerna mera allmént, infor vi den s k
enhetscirkeln i ett koordinatsystem. Dess medelpunkt dr origo O = (0,0), dess radie dr
1. Punkten P = (1,0) ér cirkelns skdrningspunkt med positiva x-axeln. Vi tinker oss nu
att strickan OP likt en visare pa en klocka vrids moturs runt origo sé att den hamnar i
Q. Vinkeln mellan stralens utgangslidge OP och dess slutlige OQ kallar vi v. Observera
att om man vrider v+ 360° sa hamnar punkten P ocksa i Q eftersom 360° motsvarar
vridning ett varv moturs.

y y
A /
Q
. P ! P
DtV - v -
O - X {-V - X
(a) Vinkeln u dr v+ 360°. (b) En vinkel och dess negativa

motsvarighet.

Figur 1: Allméinna vinklar.

Om visaren i stéllet vrids medurs riknas vinkeln negativ.
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Det finns en stor fordel med detta synsitt. Vi kan tdnka oss att visaren vrids mer dn
ett varv och lata vinkeln vara lingden av den genomlopta cirkelbagen. Vinklar kan da
vara storre dn 27. Dessa har inte ldngre nagon geometrisk motsvarighet. Den punkt
som motsvarar vinkeln 450° #r (0, 1) eftersom 450° = 90° + 360°. Visaren vrids ett
och ett kvarts varv. Vinklarna 450° och 90° motsvaras av samma punkt men ar olika
vinklar. Om visaren vrids medurs 4r vinkeln negativ. Vinkeln —270° motsvaras ocksa
av (0,1).

y En forsta observation vi kan gora dr att om

0<v<90°

(cosv, snv) . : :
- sa dr Q = (cosv,sinv), eftersom vi har

en ratvinklig triangel med en hypotenusa
av lidngd 1. Denna observation ligger till
grund for den allminna definitionen av
de trigonometriska funktionernas virden for
godtyckliga vinklar.

Figur 2: Enhetscirkeln.

Definition: Lat Q = (x,y) motsvara vinkeln v enligt ovan. D4 ar
. y x
cosv=ux, sinv=y, tanv== om x#0, cotv=- om y#0.
X y

For vinklar v sddana att x = 0 dr tanv odefinierat. For vinklar v sddana att
y =0 &r cotv odefinierat.

Eftersom en 6kning eller minskning av v med 360° motsvarar en vridning av vis-
aren” OP ett helt varv mot- eller medurs foljer det att sinus och cosinus dr periodiska.
Nirmare bestamt sa har vi foljande:

sinv = sin(v+360°) =sin(v+n-360°), foralla ne€Z
cosv = cos(v+360°)=cos(v+n-360°), foralla ne€Z
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Trubbiga vinklar

I en triangel dr vinklarna alltid mellan 0° och 180°. Dérfor ska vi koncentrera oss
pa att utforska sinus, cosinus och tangens for trubbiga vinklar, dvs mellan 90° och
180°, eftersom vi vill kunna anvénda trigonometrin pa allménna trianglar (férut har
vi ju bara kunnat anvianda den pa ritvinkliga trianglar). Vi har tidigare kommit at de
spetsiga vinklarna, sa nu ska vi jaimfora dessa med de trubbiga genom en spegling i y-
axeln. Tva vinklar med summan 180°, alltsa v och 180° — v kallas supplementvinklar.
De svarar mot varandra genom spegling i y-axeln.

Spegelpunkten till (a,b) med avseende
pa y-axeln dr (—a,b) med vinkeln
(180° —v). Alltsa ar

cos(180°—v)= —a = —cosv

b

sin(180°—v) = b =siny

tan(180° —v) = — = —tanyv,

Figur 3: Spegling i y-axeln.

Vi kan nu bygga ut var gamla tabell med exakta virden:

% 01]30°]45°]60°|90°| 120° | 135° | 150° | 180°
. 1 V2 | V3 3 V2 1

sinvy O bl 5 5 1 % 5 bl O
cosv | 1 \? 4 % 0 —% —4 —% —1
tany | 0| = | 1 V3| — | =3 =1 —5| 0
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Exempel 9:

(a) Los ekvationen sinx = 0,88 i intervallet 0° < x < 180°.
(b) Los ekvationen cosx = 0,88 i intervallet 0° < x < 180°.

(c) Los ekvationen cosx = —0, 88 i intervallet 0° < x < 180°.
Losning

(a) Ekvationen har tva olika losningar i intervallet, miniréiknaren ger oss den spetsi-
ga 1osningen x| ~ 61,6°, den andra (trubbiga) 16sningen dr supplementvinkeln
xp = 180° —x; ~ 118,4°.

(b) Cosinusekvationen har bara en 16sning i vart intervall, vi far den av minirdknaren:
x~28,4°

(¢) Samma giller hir, men med ett negativt virde dr vinkeln trubbig. Minirdknaren
ger x ~ 151,6° (som dr supplementvinkeln till 16sningen i (b)).

Detta exempel visar att cosinus ir att foredra framfor sinus vid vinkelberdkningar, om
man kan vilja. I trianglar finns det hogst en trubbig vinkel, sa om man berdknar en
vinkel som inte dr triangelns storsta, kan man vara siker pa att den &r spetsig. Da ar
sinusekvationen “ofarlig”.
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3.4 Allminna trianglar, areasatsen, sinus- och cosinussatserna.

En triangel har antingen tre spetsiga vinklar, den kallas da spetsvinklig, eller en trubbig
och tva spetsiga da den kallas trubbvinklig, eller en rit vinkel och tva spetsiga da den
som bekant kallas ratvinklig.

Ganska ofta beror kalkyler eller resonemang pa om triangeln &r spets-, rit-, eller trub-
bvinklig. Det &r darfor viktigt att Gvertyga sig om att pastdenden etc dr allméngiltiga
och inte bara giller tex spetsvinkliga trianglar.

Foljande satser kommer att anvéndas i detta avsnitt. Deras bevis ges 1 Appendix.

Areasatsen: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende vinklar
A, B och C sa giller for triangelns area T att

_b-c-sinA_a-c-sinB_a-b-sinC
N 2 N 2 N 2

Med andra ord sa idr arean halva produkten av tva sidors langder och sinus for deras
mellanliggande vinkel.

Sinussatsen: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende vinklar
A, B och C sa giller att

sinA sinB  sinC

a b ¢

Cosinussatsen: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende vinklar
A, B och C sa giller att

2 =a?>+b*—2ab-cosC.

B b o c
sinA  sinB  sinC’

Anméirkning 1: Sinussatsens ekvationer kan lika gérna skrivas

vilket kan vara behidndigt om det dr en sida man vill 16sa ut.

Anmirkning 2: T specialfallet C = 90° fas ¢? = a®> 4 b?, d v s Pythagoras sats.
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Exempel 10: En triangel har sidorna a = 27, b = 39 (ldangdenheter) och vinkeln C =
95°. Berikna sidan ¢ och triangelns area.
Losning: Cosinussatsen ger ¢2 = a” + b? — 2bccosC = 27> +392 —2-27-39¢0s95°.

Kvadratroten ur detta ger ¢ ~ 49,3
a-b-sinC  27-39-sin95°

2 2

Areasatsen ger triangelarean 7 = ~ 524,35 areaenheter.

Exempel 11: En triangel har sidorna a = 15, b = 19 och ¢ = 7. Berikna triangelns
storsta vinkel.

Losning: Den storsta vinkeln &r B eftersom den star mot den storsta sidan. Cosinussat-
sen ger

a+c*—b* 87

P =d*+c*-2 B = B=
a”—+c ac cos coSs Yac 210

Med minirdknarens hjilp far vi B ~ 114,5°.

Exempel 12: Ett fartyg ror sig med 8 knop rakt osterut, opaverkat av strommar. Vid
tva tillfillen med 30 minuters mellanrum méiter man riktningen till en och samma fyr.
Biéringen blir da 12° respektive 332°. Berikna avstandet fran fartyget till fyren vid de
bada tidpunkterna.

Losning: Efter 30 minuters gang med farten 8 knop har man tillryggalagt 4 nautiska
mil i vést-Ostlig riktning. Fran denna baslinje har man tva strackor a och b att berdkna
i en triangel med vinklarna 78°, 62° och 40° (se figuren, dér ocksa sambanden mellan
de 1 uppgiften angivna riktningarna och triangelns vinklar antyds).

4 M

Bade a och b kan beriknas med hjélp av sinussatsen:
a b 4 _ 4sin62°

N B 4sin78°
sin62°  sin78°  sin40° 4= Tsina0°

~549 b= ~ 6.09
’ sin40°

Svar: avstanden var 5.5 M respektive 6.1 M.
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Exempel 13: Solvera en triangel, d v s berdkna alla sidor och vinklar, om det dr ként
atta=7,0, b=15,5och B =40°.

Lésning 1: Sinussatsen ger

sinA  sinB

7 7
T sinA:c—l~sinB: 0
a b

—— .sin40° ~ ——-0,643 ~ 0,818
p 55 sin 55 )

Ekvationen sinA ~ 0,818 har l6sningarna

Ay ~54,9° (spetsig vinkel) och A, = 180° —A; &~ 125, 1° (trubbig vinkel),
ty sinA, = sin(180° —A;) = sinAj.

Fall 1: A| ~ 54,9° ger vinkeln C; = 180° — B—A; &~ 85, 1°. Med sinussatsen fas sidan
C1 b

N b sinCy sin&5,1° 0,996
= cC1 = . ~ B ~
sinC;  sinB :

snB =0 smaoe " 0643 T

Fall 2: Ay = 125,1° ger vinkeln C; = 180° — B — A, ~ 14,9°, och sidan

2 b

- =0 =
sinC, sinB

¢y =b-sinCy/sinB ~ 5,5 -sin14,9°/sin40°
~5,5-0,257/0,643 ~2,2.

Figuren illustrerar de tva fallen (fall 1 streckat dér det skiljer sig)

Losning 2: Man kan ocksa 16sa detta problem med cosinussatsen. Man 16ser da ut sidan

¢, som denna gang inte dr den som star mot den kinda vinkeln (som i exempel 10), och
man far en andragradsekvation som ger oss de tva fallen:

b* =a*+c* —2accosB <= > —2accosB+a*—b* =0 <+
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¢ — (14c0s40°)c+ 18,75 =0

pg-formeln ger oss

¢ = Tcos40° + \/(Tcos40°)2 — 18,75 ~ 5,36 £ 3,16

Vi far de tva fallen ¢; =~ 8,5 och ¢y ~ 2,2. Med sinussatsen bestimmer man sedan
den mindre av de aterstaende vinklarna, sa man vet att man ska vilja det spetsiga
losningsalternativet som sinusekvationen ger. Vilken som dr den mindre avgors ju av
storleksordningen mellan de motstaende sidorna, som nu dr kinda. Den sista vinkeln
bestdms som forut med vinkelsumman. Detaljerna uteldmnas hér.

Svar:
Fall 1: Al = 54,90, C = 85,10, 1~ 8,5
Fall 2: Ay~ 125.1°, Cr=14,9°, cr=2,2.
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Ovningar

1. En 170 cm lang person star bredvid ett triad. Personens skugga dr 260 cm lang,
tridets dr 28 m. Hur hogt ar tradet?

2. En triangel 77 har sidorna 12 cm, 21 cm och 27 cm. En mindre triangel 75 bildas
genom att man kapar 7 parallellt med den kortaste sidan. Den stricka som delar
Ty har lingden 8 cm. Vilka blir de 6vriga sidlangderna i 75?

3. I en ritvinklig triangel &r kateterna 19 och 33 lingdenheter. Hur lang ir hy-
potenusan?

4. Ten triangel &r ldngsta sidan 21853, en annan sida dr 8405. Hur lang &r den tredje
sidan om triangeln &r rdtvinklig?

5. Solvera (bestam alla sidor och vinklar i) fol-
jande ritvinkliga trianglar med beteckningar
enligt figuren bredvid:

(@) ¢ =4,0 och A = 35°
(b) a=3,0 0ch A = 36°
ALY b () a=2,00chc=3,0
(d) a=2,0 ochb—=3,0
(e) b=15,00ch B=55°.

6. Bestidm for v i intervallet 0° < v < 90°)

(a) cosv och tanv, om sinv =3/5
[Ledning: Rita en triangel med a = 3 och ¢ = 5]

(b) cosvochtanv, omsinv=2/3  (c) sinv och tanv, om cosv =1/3
(d) sinv och tany, om cosv = 0,4 (e) sinv och cosv, om tany = 1/2

(f) sinv och cosv, om tanv =24/7 (g) sinv och cosv, om cotv =0,7

19



10.

11.

12.

13.

14.

Bestidm alla 16sningar mellan 0° och 180° till foljande ekvationer:

(a) sinv=0,733
(b) sinv=—0,733
(c) cosv=0,733
(d) cosv=—-0,733

. T en triangel &r en sida 12 cm och dess motstaende vinkel dr 80°, en annan sida

ar 10 cm. Berékna triangelns 0vriga sidor och vinklar samt dess area.

. Vilka dr vinklarna i en triangel med sidorna 13, 19 och 25?

I en triangel &r langsta sidan 12 cm och tva av vinklarna dr 30° respektive 40°.
Berikna triangelns dvriga sidor och dess area.

I en triangel dr vinkeln A = 34°, sidan b = 10 och sidan a = 7. Berdkna ater-
stdende sidor och vinklar.

I en triangel dr vinkeln A = 34°, sidan b = 10 och sidan a = 11. Berikna ater-
staende sidor och vinklar.

Tva personer star pa var sitt fartygsdidck, den ena med 6gonhdjd 20 m Sver havet,
den andra 15 m. Berikna det storsta avstand pa vilket de skulle kunna se varan-
dra (atminstone vid god sikt och med bra kikare). Vi bortser fran atmosférisk
ljusbrytning och vi betraktar jorden som klotformad med radien 6371 km.

En lodrit mast har monterats pa en 50m hog byggnad. Da man star 100m fran
byggnadens fot (vagrit mark) kan man méita den vinkel som masten upptar till
12°. Berikna mastens hojd.
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15.

16.

17.

En annan lodrét mast star pa plan, horisontell mark. Masten #r stagad med stal-
wirar, som kan betraktas som ritlinjiga (hart spinda) och ar fastspinda i mastens
topp och i marken. En av wirarna bildar vinkeln 35° med marken, for en annan
ar vinkeln 50°. Den sistnimnda wiren féster i marken 10 meter ndrmare mastens
fotpunkt @n den forstndmnda. Berdkna mastens hojd.

Ibland kan man se planeten Venus och solen samtidigt (atminstone gar detta med
ett bra teleskop). Vid ett sadant tillfdlle bestimdes vinkeln mellan de bada him-
lakropparnas tva riktningar till 12°. Om vi betraktar jordens och Venus banor
kring solen som cirklar i samma plan med solen i1 centrum och med radier 150
miljoner km respektive 108 miljoner km, hur langt var det da fran jorden till
Venus vid detta tillfille?

Berikna sidan markerad med x i figuren. Fyrhorningens alla horn ligger pa sam-

N

Ledning: om en fyrhorning 4r inskriven i en cirkel, finns ett speciellt samband
mellan vinklarna for tva motstaende horn. Detta samband kan hirledas ur satsen
om medelpunktsvinkel och bagvinkel (=periferivinkel).

ma cirkel, enheten 4r cm.
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Facit till 6vningar

1. 18,3 m

2. 14 cm och 18 cm

W

V1450 ~ 38,1 Le.

N

. 20172

5. (@) B=55°,a~2,3,bx3,3
(b) B=54°, b~4,1,c~5,1
(c) b~2,2, Ax~41,8°, B~48,2°
(d) c~3,6, A~33,7°, B~ 56,3°
(e) A=35°,a~3,5 c~6,1

6. (a) cosv=4/5, tanv=3/4
(b) cosv=1/5/3, tanv =2//5
(c) sinv=124/2/3, tanv =22
(d) sinv =+/21/5, tanv = /21/2
(e) sinv=1//5, cosv=2/v5
(f) sinv=24/25, cosv="7/25
(g) sinv = 10/\/le9, cosy = 7/@

7. (a) 47,1° och 132,9°
(b) Ingen vinkel mellan 0° och 180° har negativt sinusvirde.
(c) 42,9°
(d) 137,1°

8. Sida 8,6 cm, vinklar 55° och 45°, area 42 cm? (approximativt).

9. 30,7°,48,2°, 101,1° (approximativt).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sidor 6,4 cm och 8,2 cm. Area 24,6 cm? (approximativt).

Fall 1: By ~53,0°, C;=~93,0°, c;~12,5
Fall 2: By ~127,0°, C»,~19,0°, c¢p~4,1.

B=~30,6°, C=115,4°, ¢~ 17,8 (bara ett fall denna ging).
~29,8 km (=13,8 km + 16,0 km, addera badas horisontavstand!)
~29,7 m

~17m

250 miljoner km eller 43 miljoner km (tva mojliga fall - rita!)

~4,8 cm
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