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Losningar till fentan for TMV125
2011-08-24

1. Till denpa uppgift skulle bara limnas svap hir ges lite mera.
a) For vilka reella ta
Eftersom sinus g kan bMé ar olikheten inte sann fSr nagot
reellt tal
by Lat f{z} = 2a -+ 3e” — 1. Existerar derivatan [f~Y{2)? Om den fnns, berikna den.
Vi deriverar: f'{z) = 2+ 3¢°. Denna derivata r positiv fér alla z och dirmed finns
N —15 1 . - .
inversen och den dr deriverbar med {f 7Y (y) = W dér y = flz). Vi ser att
FUO0y = 2, alitsd sir (F71)(2) = 7y = &
g . . . . o lax o+ oy = 0
¢) Bestdm for varje virde pé konstanten a Iosningarna till ekvationssystemnet o v = 0
Fér a = —2 har systemet oindligt manga l8sningar (trappstegsmatrisens andra rad
x = i
& nollrad): ’
4r en nollrac; { = 9%
- . o e . T z = U
Foér alla andra virden pé e far vi entydig l@sning: v = 0

d} Los ekvationen e®® + 2% = 4,

Satt £ = €7, ekvationen bir £* 4+ ¢ = 6. Denna andragradsekvation har lGsningarna

te= 2, t= -3 Effersom ¥ > 0 ger bara den forra roten en lésning: ¢ = 2 =
x = In 2.

2} Berdkna filjande grinsvirden:

Non
N . 2% & (Inxytd v . Ar+sinx . tan?r
oy lm ——ee B) 0 Hm - vy lim
T T+ g x=0 2z +sing 20 Z2 —

o} Vi frkortar med det dominerande uttrycket e

13 5 2%, fazy?®
efH{meyt® I + s 0+0 R
- = — = —— =0 di z o
T+ 6% F+1 G+1

enligh k#nda grinsvirdeslagar f6r exponential- polynom- och

/‘ logaritmfunktioner. \

fr £} Har forkortar vi med noll och anviander det kinda grinsvirder lim = L 3
brri 4 x i
A A i 8 1 = K
4z +sinx 4+ 41 5 i
% e N O ) !
t Jrasinz 248200241 3 }
~} Vianvinder samma grinsvirde som | fregdende grinsvirde:
tap 2x sin 2z sinZx 2 y:
) = 7 £y = g v Bt 1l = D
z? -z iz — 1lcosix Ir {z- licos2x (=131
da z — G.
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£} Bestdm samtliga asymptoter till kurvan y = ﬂakw> {z# 1) {(3p)
2a -~ )

Ustrycket saknar gréinsviirde di r — 1 (vinkeln gir mot ac fran héger och mot ~oo

fran vénster, 1 bida failen saknar sinus grinsvirde). Diremot ghr vinkeln mot

ol 3

di o — oo respektive mai - dé x — —o0, vilket g6r alt sinusustrycket gar mot

1 respeksive -1. Slutsats: Det finns tvi vigrita asymptoter: y = —1 (i —oc) och
y =1 (1 +oc}.

Till uppgifterna 2-5 ska du Hmnna in fullstindiga 16sningar.

2. Ett plan w innehaller de tre punkterna (2, 1,0}, (1,1,1) ach {1, -3, 1},
Bestdm en ekvation for = och ekvationer {6r de plan som ir paralielia med = och ligger
pé avstandet 6 lingdenheter fridn =,

Fér att best@mma en normalvektor till alla planen, bilda tvi vektorer paraliella med
planen med hjdlp av de givna punkierna:

we (21,00 (L,1,1) = (1,0,=1), v=(2, 1,0}~ (~1.~3,1) = (3,4, ~1)

Vektorprodukien (kryssprodukten) av dessa vektorer fir en normalvektor till alla pla-
LT

wx v = {10 —1) % (3,4, =1} = {4, -2,4). Vi tar halva denne som normalvektor:
n = {2, —1,2} och vet da att alla de tre planen har en ekvation av typen 20—y+2z = D,
Fr att bestdmma D behiver vi en punkt i varje plan. I det forsta planet kan vi vilja
en av tre givaa, ¢ ex Py = (2,1.0}, ©r de andra tar vi ett steg av rite langd i nor-
maiens riktning. Normalvektorn n har lingden /22 £ {=1)2 + 22 = 3, 54 “n har just
lingden 6. Vi viljer de nya punkterna som P = (2,1,0) + 2n = {6, —1,4) respektive
Py o= (3, 1,0) - 2 == (2,3, —4). Genom att i tur och ordning sitta in Py, Po, Ps i
2y —y+ 2z = D, & kan vi hestimma respektive D-virde, Vi fir planen

2x—y+22=3, Zx—y+22=21, 2x -~y 4 2z = 15
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Skissera grafen ill funktionen f{z} = -— R Ange eventuella asymptoter och
. T

lokala extrempunkter. Konkavitet/konvexitet behbver e utredas.

First konstaterar vi att f(z} — ~o0 och fiz) — +oo da © — 27 respekiive z — 27

Detta innebir att grafen har en lodrdt asymptol @ = 2, men ingen annan sédan efter-
som fx) 4r definierat for alla o # 2.

DA fad —» 2o dd o —+ oo, kan det bara finnas snede esymptoter i oo, Fér att finna
il 3 ¥
eventuella sédana berdknar vi

. fla) A R -
i === lp —p——— = lim —FF =]
P zzoe 12— Zx z-moe -3

- -
.. - B 25 LB+ 9 . X Be + 9 .
am (f{-r} - k,’lﬁ} = lim (———— —r = Hm S0 =%

x-shon ot - 2 roEoo Bo— 2

vilket innebir att y = x + 8 &r agymptot | oo, Dérmed & asymptotutredningen klar.
Vi deriverar nu f{r) efter en praktisk omskrivaing:

S

£ d (z+57  2z+ide -2 - (z+3% {33 —-2) {2+ 3
(L= = =

de T —2 {w—2)2 (x—2)%
(o 3z ~71 . . - . . ;
== LA sa derivatans nollsté@llen &r 2z = —3 och ¥ = 7. Vi samiar nu alia

(x—2)¢
viktiga fakta | en tabell £ill stdd for grafritningen,

x| —oc 37 2 i35 oy
FED] 4 10— ¢ odef ¢t~ 0 S
flz)  —oc 0 N 001y odef ! ;

Vi ritar grafen:

10-8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Agsvmploter: X =2, y = x4+ 8, lok max fér x = -8, ek min forx = T.
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- Bestim minsta virdet {om det finns) och storsta virdet (om det finns) av funktionen

Eoad fwj“k\ 2 .
f{;z}Z{ Stsin{pry) dé oz -2

2?3 2 :
5 dé x> -2

Farst konstaterar vi att funktionen varierar mellan 3 —l=20chd+1=4ftrz< -2
eftersom sinusfunktionen varierar metlan —1 ock 1. Aterstdr ast utreda = > —2. Man
kan se att f{z} = +oo dbh g — ~27 och att f{z) — +oo di ¢ - oo, Nagot stérsta
vérde finns allted inte. Vad héinder mellan z = —2 och oo? Vi deriverar:

f;(x)m2z(z%~2}m(as3——3}mm2+4x+3__{x+i}{z-§—3}
L {z+2) To{r+ar T {x2)2

sé vi ser att derivatan har ett nollstdlle i intervallet, z = -1, med teckenvixlingsn
=04, alltsd ett minimum. Eftersom f{—1) = —2, sd visar en jamforeise med intervallet
z < —2 som vi bdrjade med, ati detta 4r funktionens absolutae minimum.

Inget stirsta virde, minsta virde -2.

Uppgift 5 pd nésta sidal

o g =@ £ @) )£ (&)
och dé blir g'(x)=g"(x,) m(f’(;ci))2 -V(f’(xz))z
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5. Betrakta funkiionsutiryeket

1
asinreosx — beos? x

flay=

didr a och b 4r positiva konstanter. Detea definierar en funkticn pé ett intervall {7, Z).
Bestdm talet T (s4 litet som majligt) och berikna direfter det minsta virdet av f{x)
i intervallet.

Vi skriver funktionen :

cosz{asing — beosz)

HEES

och konstaterar att uttrycket inom parentes i nfmnaren gir mot ¢ > 0 dd x — Z. Om
vilater ¢ avta frén Z, sd avtar sinustermen och vixer cosinustermuen och det maste
finnas en punkt x = T dér parentesen blir noll. Detta T begrinsar det intervall dir f
kan definieras. Vi l8ser us T

N b
asin T —beosT =0 <= tanT = =
I

T det aktuella omradet blir lésningen 111l denma ekvation T = arctan %.

o . . R . . . 9 "
Nu aferstér atl minimera f(z), dvs att maximera glz) = gsinrcosy — beos” ¢ Hver
intervellet {(arctan £, £}, Eftersom g{z) drnoll iz = T och i x = T ooch g{z) » 0
i (T, %) samt dr en deriverbar (dérmed kontinuerlig) funkiion, sa miste g{z) ha eit

storsta varde { intervallet, och dess derivats maste vara noll dar,

I 2 .2 L ep s . ‘ .
gz} = —ncos” x4+ asin”x + 2bsinzeosz = acos ¥r + bsin 2x

glr;=0 == tan2r = A%

11(t z
- arctan ..
7" b

Enda moéjliga ldsning 1 virt intervall miste vara zg = 3 arctan{—

Bl
I

Man kan ocksd skriva om xg lite [6r att se relationen till T

T i ; a 7 H (?r i b, 1 . T T
Zg = o - parchan - o o~ (o —arctan = = Soarctan ~ = — b
R b2 2t a’ 9 a 472

) 7
Alltsd Hr xo mittpunkien i vart intervall: 26 =

2

Stirsta vardet av gix}? Vi gfr en omskrivaing av ¢{z} med dubbla vinkeln:
; IR RS . @, ;
glra) = lasin Zza—hi+eos 2wo)) = {asin(r—arctan P T=b{lse

1, a @
Slasin{arctan -} — & + cos{arctan + 1}
2 ) b’ ) &

Om vi ritar en hidlpiriange! med kateterna o och b samt hypotenusan vVa?
F f=) !

¥i lact hitta de sinus- och cosinusvirden som behdvs har {det handlar ju om spetsign

vinklar hir!}. Vi ser di at

sinfarctan =

o

Datta ger gire) =
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€. Avgdr vika av fSljande pastdenden som &r sanna respektive falska. u behéver inte
motivera dig. RESE svar ger 1p, inget sver Op och fel svar -1p. Dock ej mindre 4n Op
totalt,

~3

b
a;

b)

£

o

Om u och v 4 vektorer i B% s8 dr w- (u X v) = 0.

Sant. Kryssproduksen &r ju ertogonal met de ingdende vektarerna,

Om f och g 4r deriverbara och om Afz) = f(z)g{x), sd ar
Az = " (2)glzy + flele” (z).

Falskt. Testa med valda funktioner!

T 1 1
Om <z < < 88 8r — &+
2 sinz = cosz
: _ . | 1
Sant. lintervalict dr ju 0 < sine < Loch 0 < cosz < 1,88 ——— > 1 och > 1.
sinz oS T

Fér alla komplexa tal z galler att Re(z?} = 0.

Falskt. Testa med z = il

Om f'(z}) > 0 61 varje reelit tal x, si giller att f{z) — 0o d& x - oo,

Falskt. Exemplet f(z) = arctanz visar att en shdan funktion kan vara begrénsad.

Funktionen f{z) = arcsin

- ir definierad for alla reella tal =

< 1, och tiilhér didrmed

Sant. Eftersom jzf = va? <« 27+ 1, s4 4r

definiticusmingden for arcsin.

Formulera medelvirdessatsen.

Se lroboken!

Anvand medelvirdessatsen f5r att bevisa att en funkiion vars derivata dr noll § et
miervall maste vara konstant 1 intervallet.

Se liroboken!

Antag att § &r en deriverbar funktion sidan att #r alla reella tal 7 och y giier att

{flz) ~ Jy)l € Miz —~y|?, dar M 4r en konstant. Bevisa att f r konstant.
: o ) ifle k- ey
Av ovanstdende, med ¢ + h istallet for y, fdljer att ,'jwm——?% < Mk

Av instdngningsregein fSier ast grinsvirdet f'(z) miste vara noll fir alla z, och
d& vet vi enligt {b} ovan aty funktionen dr konstant.



