Lésningar till MVEO012 Inledande matemtik for 11, 16-10-27

Fran |1 — 2% =1 far vi att 1 — 2% = £1, som ger de tva ekvationerna z? = 0 och
x? =2

Svar: z = 0 och z = +/2.

Det giller att v € [—7/2,7/2] och att sinv = 3/5. Fér en sadan vinkel &r cosv > 0
och med trigonometriska ettan dr darfor cosv = /1 — (3/5)? = 4/5. Det ger i
sin tur att tanv = sinv/ cosv = 3/4.

Svar: cosv = 4/5 och tanv = 3/4.

Rékneregler for logaritmer ger (eftersom alla faktorer i kvoten &r positiva nir
xz=1) att

f(x)

Deriveringsregel for sammansatta funktioner ger nu

Ine® +1n(1+2°%) — In(1 + 22) = 2z + In(1 + %) — In(1 + 2?).
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Svar: f/(1) = 3/2.

Derivering enligt kvotregeln och trigonometriska identiteter ger

fla) = cos z(cosx + sin ) — sin x(—sinx + cos x) _
(cosx + sinx)?
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1+ 2coscsing 1+4sin2z

Svar: 1/(1 + sin 2z).

Nér ¢ = 0 &r téljare och ndmnare bada = 0. Bada gransvérdena &r dérfor av
typen “0/0”, sa vi kan anvinda ’'Hospitals regel. Vi bildar en ny kvot genom att
derivera téiljare respektive ndmnare och far (eftersom Dx = 1) enligt kedjeregeln
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Nér z > 0 dr Q = 0 och har diirmed grinsviirdet 0, nir x — 0.

Niarx <0 ar Q = 2/@, som har gransvirdet 2 nér z — 0.

Enligt 'Hospitals regel har f(x) samma grinsviirden som Q).

Svar: f(z) — 2, niir x — 0~ och f(x) — 0, niir z — 0%.

For kontinuitet kridvs att f(x) har grinsvirde ndr @ — —2 och att detta &r
f(=2)=b.

Nér x # —2 giller att
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Eftersom téljaren dr = 0 néir x = —2 maste dven téljaren vara det for att grins-
vérde ska finnas nér x — —2. Det ger 5 — 3a = 0 och a = 5/3. Med detta vérde
pa a har vi

e —x/3-14/3 (x+2)(x—7/3) x—17/3
(2 —=1)(z+2) (22—-1)(z+2) 22-1"

f ()

Nar x — —2 giller dérfor att f(z) — (—13/3)/3. For kontinuetet ska alltsa
b= —13/9.
Svar: ¢ = 5/3 och b = —13/9.

2. (a) Linjen bestar av alla losningar till ekvationssytemet

T — 2y + z = -3
3. — by + =z —11

vars utokade koefficientmatris utsétts for radoperationer sa att vi far (multiplicera
rad 1 med -3 och ligg till andra raden)

1 -2 1 =3 1 -2 1 -3
3 =51 —-11/)’\ 0 1 =2 =2 )7

som ger losningarna z = t, y = —2 + 2t, x = —7 + 3t. Loser vi ut t far vi att
foljande likheter ska gilla for att (z,y, z) ska ligga pa linjen:

x+T7  y+2 ;
32
Svar: (x +7)/3=(y+2)/2 =z
(b) Fran rikningarna i a) kan vi utlisa att @ = (3,2,1) &r en riktningsvektor for
linjen och att den gar genom P = (—7,—2,0). Vektorn v fran P till (—6,0,2) har
koordinaterna o = (1,2,2). En normal till sokta planet ska dérfor vara vinkelrét
mot % och . En sadan vektor ges av

3 1 2
UXUV= 2 X 2 = -5
1 2 4

Sokta planet har dérfor en ekvation av formen 2z — 5y + 4z = d, men eftersom
det gar genom (—6,0,2) ska d = —4.
Svar: 2z — by + 4z = —4.
3. Eftersom Int — oo och arctant — /2 nir t — oo giller att f(z) — oo nir  — +oo0.
Funktionens definitionsméngd &r alla reella tal.

Vi deriverar for att avgora vixande respektive avtagande och har

43 4x dz(x —1)(xz + 1)
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Vi ser att vi har teckenvéxlingar i —1, 0 och 1. Detta ger att f(z) dr stringt vixande
pa [—1,0] U [1,00) och stringt avtagande pa (—oo, —1] U [0, 1].

Vihar f(-1)=In2—-7/2<1—-7/2<0, f(0) =0 (Heureka!) och f(1) = f(-1) <O0.
Detta ger foljande skiss



Vi ser att funktionen har tre nollstillen.

Svar: 3 nollstallen.

. Det giller att 2% + x — 6 = (x — 2)(z + 3), sa funktionens definitionsmingd &r
(—o00,=3) U (-3,2) U(2,00).

Vidare giller att

o0 nir x — 27
—0o0 nir x — 27T

—o0 nar x — —37
oo nir x— —3T

)=+ { sant 1(2) > {

Alltsa #r linjerna = —3 och x = 2 lodréta asymptoter.
Vi har ocksa att f(x) — 0 niir x — +o00, s& y = 0 &r vagriit asymptot i +oo.

Vi deriverar for att avgora vixande respektive avtagande:

(2 +2—6)—(x—6)2x+1)  —a?412z —z(x —12)
2

fa) = (x —2)%(z +3) T (@—22@+3)? (z-22(@@+3)?

Vi har teckenvixling i © = 0 och x = 12. Tar vi hdjd for definitionsméngden ger det
att f(x) ar stringt avtagande pa (—oo, —3) U (—3,0]U[12,00) och stringt vixande pa
[0,2) U (2,12].

Detta ger att vi ha lokalt minimum i = 0 och lokalt maximum i x = 12. Vi har
f(0)=1och f(12) =6/(144 4+ 6) = 1/25.

Det som gjorts kan sammanfattas i figuren:




Virdeméngden ér (—oo, 1/25] U [1, 00).

Svar: Definitionsméngden dr (—oo, —3)U(—3, 2)U(2, 00) och virdemingden (—oo, 1/25]U
[1,00). Grafen har de lodrita asymptoterna @ = —3 och x = 2, samt den vagréita y = 0.
Funktionen &r stringt avtagande pa (—oo, —3) U (—3,0]U[12, 00) och stringt vixande
pa [0,2) U (2,12]. Den har lokalt minimum i # = 0 coh lokalt maximum i z = 12.
Storsta och minsta vérden saknas.

5. Lat r vara basens radie i lilla konen och R den i den stora. Likformighet ger R/r =
H/(H — h), si stora konens volym kan skrivas V(H) = (7/3)r?H3/(H — h)? =
(v/h)H3/(H — h)?, diir H € (h,o0).

Derivering (med avseende pa H) ger
3H?(H — h)? —2H3(H — h) 3H?(H — h) — 2H?3
('U/h) (H—h)4 - (U/h) (H—h)3 -

B H?(H — 3h)
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V'(H)

Vi har teckenvéxling i 3h i intervallet (h,o0) och funktionen avtar pa (h,3h], medan
den vixer pa [3h,00). Det gor att stora konens minsta méjliga volym dr V(3h) =
(v/h)(2Th/4) = 2Tv /4.

Svar: 27v/4.

6. (a) Detta &r falskt. Funktionen f(z) = e™® &r stringt avtagande och konvex
(f'(x) =—e*<0, f"(z) =e* > 0.
(b) Eftersom f &r kontinuerlig pa [z, 2x] och deriverbar pa (x,2z) ger medelvirdes-
satsen ett ¢, € (z,2x) sa att

o 10 =) _ Qr-n)fle)

x T

Nir ¢ — oo giiller att « < ¢, — o0. Eftersom f'(x) — k nir z — oo giiller samma
sak for (). Pastaendet Ar sant.

(¢) Tangenten till grafen i punkten (a, f(a) har ekvationen y = f'(a)(x — a) + f(a),
som i detta fall blir

y=(e"—e Y zr—a)te'+e

Eftersom den ska ga genom (0, 1) far vi ekvationen 1 = (e®* —e~%)(—a) +e*+e “.
Pastaende &r sant om den har en 16sning.

For att avgora detta kollar vi pa funktionen som star i hogerledet

gla) =e*(1 —a)+ e *(1 + a) och avgor virdeméngden.

Vi har g(a) — —oo nir a — 0o och ¢'(a) = —a(e® + e~ ). Det ger att g &r
stringt vixande pa (oo, 0] och stringt avtagande pa [0, 00). Funktionens storsta
vérde &r alltsa g(0) = 141 = 2. Alltsa ar virdeméngden (—oo, 2] och ekvationen
1 = g(a) har (tva) losningar. Pastaendet #r sant.



