Lésningar till Inledande matemtik fér Z1, (TMV120), 2012-08-29

(a)

(f)

Factorisering, anvéndning av rikneregeler for potenser och forkortning ger

1821 . 6018 221 . 32-21 . 218 . 3018 221+18 . 342

3018 . 915 .939 . 311 3018.3216939 . 311 939 . 330+11 3

Svar: 3.

Ekvationen 1 = f(z) = tanz har fler &n en l6sning (de dr x = 7/4 4+ nw, ddr n ir
ett godtyckligt heltal). Alltsd dr f inte inverterbar.

Svar: Finns inte.

1 -1 211 1 -1 211 1 -1 1
1 2 1|4 |~ O 3 313 |~ O 1 -1]1
2 1 6 0 3 a—41|4 0 0 a—-1]1

Om a # 1 finns inget pivotelement i sista kolonnen och ekvationssystemet har 16s-
ning. Om a = 1 finns det ett pivotelement i sista kolonnen och ekvationssystemet
saknar 16sning.

Svar: a = 1.

Vi har att

sin |

T+5 T V3
>2cos—=2-—=V3>1
5ol =20 y =V3
Det kan alltsa inte finnas nagra losnignar efter som sint < 1, for alla reella tal ¢.

Svar: Inga.

Derivering enligt kedjeregeln (upprepade ganger) ger:

fl(z) = esin’ ?D(sin?z) = esin” F(2sinzx - D(sinx)) = S %9 gin  cos 7 = 5™ T sin 2z,

dér vi anvant den trigonometriska formeln sin 2z = 2sin x cos z.

.2 .
Svar: ™ ¥ sin 2x.

i. Omskrivning och ként grénsvérde ger

in 2 in 2
im 2T 9 fim St =21 =2
z—0 xT z—=0 2%
Svar: 2.
ii. Omskrivning och kinda gréansvirden ger
2x + sinx ) /1"(2—1-81%) 240

lim ———— = lim = =2
z——ocox —2In|z] 2—-oo £(1+ QIHW) 1-0

||

Svar: 2.
1.
tanx — x , . o l4tan?2z—1 , .
ig%T = { I'Hopital } —i%T = { 'Hopital } =

2tan (1 + tan® z)

z—0 2

Svar: 0.



2. (a) Planet x +y — z = 2 har normal n = (1,1, —1). Linjen genom P; = (1,0, —1) och

BN
P, = (0,1,1) har riktningsvektor v =P; Po= (1, —1,—2). Normalen n, for planet
IT &r alltsa ortogonal mot n och v och alltsa giller t ex att

1 1 3
ne=| -1 | x 1= -1
—2 ~1 2

Planet IT har dérfor ekvation 3z — y + 2z = D, for nagot reellt tal D. Inséttning
av en punkt i planet, t ex Py, ger D = 1. Alltsa dr 3x —y + 2z = 1 en ekvationen
for planet.

Svar: 3z —y + 2z = 1.

(b) Den sokta linjen ¢ har som riktningsvektor normalen n. Alltsa dr pa parameter-
form ekvationen for linjen (z,y,2) = (1,2,1)+¢(1,1, —1), dér ¢ dr ett godtyckligt
reelt tal.

Svar: T.ex. x =1+4+t, y=2+1t, z=1—t, dir t ar ett godtyckligt reellt tal.

(c) Inséttning av koordinaterna (z,y,z) for linjen ¢ i ekvationen for planet II ger
ekvationen 3(1+1¢) — (2+1t) + 2(1 —¢) = 1, eller 3 = 1, som saknar 16sning ¢.
Alltsa finns det ingen punkt pa linjen ¢ som ocksa ligger i planet II. Detta inser
vi ju ocksa direkt ty linjen £ &r parallell med planet IT sa linjen ligger antingen
helt i planet eller helt utanfor planet och da punkten (1,2,1) pa linjen ej ligger i
planet sa kan alltsa aldrig linjen skéra planet.

Svar: Linjen skér inte planet.

3. Definitionsméngden fér f bestar av alla reella tal utom 0, dvs den bestar av intervallen
(—00,0) tillsammans med intervallet (0, c0). Eftersom

1 1 1
()= = — = >0
@) 2 1422 22(1+2?)

ar funktionen stringt viixande pa vardera intervallet. Vidare géller att

limg oo f(z) =1+ %,
limm’*)O* f(l‘ +OO,
hn’l:xv—)O+ f(x —0Q,
samt

limg o0 f(z) =1— 5.

)=
) =

Alltsa #r virdeméngden med intervallbeteckningar (—oo,1 — 7/2) U (1 4 7/2,00).
Svar: (—oo,1 —7/2) U (1 +7/2,00).

4. Vinoterar att f ar definierad i alla reella tal utom —2. Polynomdivision eller omskriv-
ning av téljaren med hjélp av ndmnaren ger

z(z+2)—2(x+2)+9 9
/(@) T +2 * +:c+2

Av detta ser att linjen y = x — 2 &r asymptot bade i +00 och —oo. Vidare &r

limac—>—2* f(CL‘) =—-
och
lim, , o+ f(x) = +o0.

Alltsa &r linjen x = —2 en lodrét asymptot.

Derivering och gemensamt brakstreck ger efter faktorisering av téljaren

9 (@—D+5)
N N




Detta ger teckenstudietabellen

s [-5] [ 2] [1]
7l +1 0 | —ledef| — 0] +
FU =100\ |ejdef| 2] 7
Vi ser att f har ett lokalt maximum i x = —5 och ett lokalt minimum i x = 1. Vi far

nu en graf som i figuren:

y =)

- —10

7y = fo b

5. Lat den stora konen ha radie R och sin spets pa positiva y-axeln och basens centrum
i origo.
Om 7 dr den lilla konens radie sa ger likformighet att r/(H — h) = R/H, vilket
ger att r = R(H — h)/H. Basen i den lilla konen &r dérfor en cirkelskiva med
area mR?(H — h)?/H?, vilket ger att dess volym V (h) &r

m™, R
h) = —(=)*(H — h)*h
V(h) = 5 () (H ~ h)?h,
dir0 < h < H.
Vi undersdker ekvationen V’(h) = 0 och far, efter att ha tagit bort konstanter,
0= —2(H —h)h+ (H — h)?> = (H — h)(H — 3h), dvs h = H, eller h = H/3.

Teckenstudium ger att h = H/3 dr ett maximum och alltsa ger maximal volym
for den lilla konen.

6. Svar: SSFSSF.

(a) Olikheten kan skrivas |z — (2 — i)| < /5 som geometriskt betyder de tal z i
komplexa talplanet som ligger strikt inuti en cirkel med radie /5 centrerad i
2 — . Avstandet fran origo till punkten 2 — 4 dr /5 sa alla punkter z inuti cirkeln
har alltsa ett avstand mindre &n 2v/5 till origo; dvs uppfyller |z| < 2/5.

(b) Ett resultat i kursen séiger att om en funktion &r deriverbar i en punkt sa #r den
ocksa kontinuerlig dér.

(¢) Det giller att arccos( é) = § sa dasin § = 1/2. Alltsa &r pastaendet falskt.

(d) Definitionen ger f'(0) = limy_o M och da 0 < \M| <
|50 sin(L/A) | sinh| < |52 sinh| < [S22||A| = |sink < [B] - O ger in-
stangningslagen att f'(0) = 0.

(e) Lat f(z) =Inz+1—1.Da géller f/(z) = 2 — % = 1(1— 1) och teckenstuditabell
visar att f(1) globalt minimivirde sa att 0 = f(1) < f(x) fér « > 0; vilket &r den
forsta olikheten. Den andra olikheten bevisas pa ett snarlikt vis.

(f) Vi har att lim,_,+ f(2) = oo, sa f(a) > 0 for nat @ > a tillrdckligt nira a. Pa
liknande vis ses att f(b) < 0 for nat b < b tillrickligt néra b. D& f #r kontinuerlig
pa [a,b] giller enligt satsen om mellanliggande virde att f dr noll nanstans pa

intervallet.

7. Se kursboken.




