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1 Gransvarden

En omgivning till talet a pa tallinjen &r ett symmetriskt 6ppet intervall runt a. En san ar av formen (a—9, a+9),
for ndt positivt tal d. Att ett tal « ligger i denna omgivning till @ kan skrivas | — a| < 4.

En punkterad omgivning till a dr en omgivning till a, utom punkten a sjdlv. En sdn &r &r alltsd av formen
(a =9, a)U (a, a+9), for nat positivt tal §. Att ett tal ligger i denna punkterade omgivning kan skriva
0<|z—al<od.

Definition 1.1 (Gransvdrde) Funktionen [ har grinsvirdet L ndr x — a, om det till varje omgivning till
L finns en punkterad omgivning till a, sa att f(x) ligger i omgivningen till L, fér varje x i den punkterade
omgivningen till a. Detta skrivs da

lim f(z) = L.
r—ra
a t1' vf(IJ) IL N

Givet € > 0, ska det finnas § > 0, sa att ...

Definitionen ovan dr matematiskt korrekt, men lampar sig ibland minder bra ndr man ska bevisa satser om
gransvarden. En mer “operationell” formulering av definitionen &r:

Definition 1.2 (Gréansvirde) Funktionen f har grinsvirdet L ndr x — a, om det till varje € > 0 finns ett
0 >0, sa att
|f(z) — L| <€ foralla x sdna att 0 < |z —a| < 0.

Detta skrivs da
lim f(z) =L,

Tr—a

eller
f(x) = L nidr x — a.

De tva definitionerna ar ekvivalenta (likvardiga) eftersom varje omgivning till L bestdms av (precis) ett € > 0
och varje puntkerad omgivning till @ bestims av (precis) ett § > 0.

Av definitionen framgdr att f maste vara definierad i en punkterad omgvining till @ for att kunna ha ett
gransvarde nir z — a. Funktionen f kan, men behdver inte, vara definierad i a for att kunna ha ett grénsvarde
nar x — a. Om f &r definierad i a spelar funktionens virde i a ingen roll for eventuellt gransvirde, eftersom
definitionen av gransvarde anvander punkterade omgivningar till a.

En funktion f (definierad i en punkterad omgivning tilll a) kan sakna grinsvirde ndr x — a. Inget virde pa
L uppfyller da villkoret i definitionen.

Ett satt att tdnka pa grénsvirdet av f ndar x — a, ar att det ar ett varde man har anledning forvanta sig att
f(z) ska ha ndr = a, med tanke pa f:s virden nir z # a. Att grénsvirdet inte finns kan da férstds som att
det inte finns anledning att forvanta sig nat sarskilt viarde av f i a baserat pd f:s varden nir x # a.



En omgivning till co ar ett intervall av formen (N, c0), dar N dr ett tal. Att « ligger i denna omgivning till
oo dr samma sak som att N < x.

En punkterad hégeromgivning till talet a dr ett intervall av formen (a, a + ), foér nat tal 6 > 0. Att x ligger i
denna omgivning till @ &r samma sak som att a < z < a + 6.

Definition 1.3 (Oegentligt grinsvirde) Funktionen f har (det oegentliga) grinsvirdet oo ndrx — a*, om
det till varje omgivning till oo finns en punkterad hégeromgivning till a, sa att f(x) ligger i omgivningen till
o0, fér varje x hégeromgivningen till a. Detta skrivs d

lim f(z) = oo.
m*}a+
e
“+(> .
P D

Givet N > 0, ska det finnas § > 0, sa att ...

En version av detta som ar mer behdndig ndr man ska bevisa egenskaper hos oegentliga gransvarden ar

Definition 1.4 (Oegentligt gransvirde) Funktionen f har gransvirdet oo ndr x — a™, om det till varje N
finns ett § > 0, s3 att
N < f(x) foralla z séna att a <z <a+90.

Detta skrivs da
lim f(z) = oo,
z—at
eller
f(z) = oo nir z — a™.

Definition 1.5 (Gransvirde ndr x — o0) Funktionen f har grinsvirdet L nidr x — oo, om det till varje
omgivning till L finns en omgivning till oo, s att f(x) ligger i omgivningen till L, fér varje x i omgivningen
till co. Detta skrivs da

Jim f(w) = L.
RN
- Tf L

Givet € > 0, ska det finnas N > 0, sa att ...

En version av detta som dr mer behdndig ndr man ska bevisa egenskaper hos oegentliga gransvarden ar

Definition 1.6 (Gransvirde ndr x — o) Funktionen f har grinsvirdet L nidr x — oo, om det till varje
€ > 0 finns ett N, s3 att
|f(z) — L| <€ for alla = sdna att N < z.

Detta skrivs da
lim f(z) =1L,

Tr— 00

eller
f(@) = L ndr x — oo.

Sats 1.1 (Triangelolikheten) Om a och b ar tva reella tal, s géller att

la +b] < |a] + [0].



Bevis For varje rellt tal ¢ giller att ¢ < |¢| och att | — ¢| = |¢|]. Om a+ b < 0 har vi
atbl=—(a+b) = —a+ (-) < |—al +] ~ b = ol + bl

Oma+b >0 harvi
la +b] =a+b<|al + [b.

Oavsett vilket giller altsd pastdendet i satsen. |

Sats 1.2 %  Antag att lim,_,, f(x) = L och att lim,_,, g(x) = M. D3 géller att lim,_,,(f(x) + g(z)) =
L+ M.

En alternativ formulering ar:
f@)+g(x) > L+ M ndr z — a, om f(x) = L och g(z) = M nirz — a.

Bevis Det giller att visa att det for givet € > 0 finns ett § > 0 s3 att

If(z) +g(z) — (L+ M)| <€ féralla  sdnaatt 0 < |z —a| <.

Enligt férutsittning galler att lim,_,, f(z) = L, vilket ger att det till ¢/2 (férklaringen till valet av /2 kommer
pa slutet) finns ett d; > 0, s att

|f(x) — L] <¢/2 for alla z sdna att 0 < |x —al| < d7. (1)

Enligt forutsattning galler ocksa att lim,_,, g(x) = M, vilket ger att det till €/2 finns ett d5 > 0, s3 att
lg(x) — M| < €/2 for alla = sana att 0 < |z — a| < d2. (2)
Satt nu 4 till det minsta av de tva talen §; och §3. Om dd 0 < |z —a| < 6, s3 giller ocksd att 0 < |z —a| < &y

och att 0 < |z—a| < 2. Fran triangelolikheten tillsammans med (1) och (2) far vi darfér attom 0 < |z —a| < §
sa galler att

[f(2) +9(z) = (L + M)| = |(f(z) = L) + (g9(x) = M)| < |f(z) = L| +[g(x) = M| < e/2+¢/2=¢€ (3)
|

| beviset av nasta sats forutsitts att man vet hur man berdknar arean av en cirkelsektor som i figuren.

b

Radien i cirkeln d&r R och den réda bagen har lingden b. Hela cirkelns area ir mR? och omkresten ir 27 R.
Sektorns andel av hela cirkelns area dr samma som bagens andel av hela omkretsen, dvs b/(27R). Sektorns

area ar darfor
b R? = bR

orR 2
Lagg marke till likheten med formeln for en triangels area.

Sats 1.3 % Det giller att

sinx .
—1 nar x — 0
T
eller, med andra beteckningar,
. sinz
lim =1.
x—0 X



Beviset utnyttjar instdningsregeln for gransvirden. Det gller att stdnga in sin(x)/x mellan tva uttryck som
har bdda har gransvardet 1, ndr z — 0. Instdngingarna hittas med ett geometriskt argument.

Bevis Antag forst att 0 < x < 7/2. Figuren nedan illusterar en del av enhetscirkeln och vinkeln z. Den réda
bagen har ldngden z.

| figuren finns en mindre triangel OC' B, med area sin(x)/2, en stérre cirkelsektor med area x/2 och en dnnu
storre triangel OC'D med area tan(z)/2. Jamférelse mellan areor ger olikheterna

D

sinx

(4)

sinr < x <tanz = .
CcosS T

Den forsta av dessa ger, eftersom z > 0, att

sinx
1.
T
Den andra ger, eftersom cosz > 0 ndr 0 < x < 7/2, att
sin x
cosr < —.
T
Tillsammans ger detta
sinx

cosx < — < 1,
x
nir 0 < z < w/2. Nar —m/2 < 2 < 0 giller att 0 < —z < 7/2 och, enligt vad som nyss visats, att

sin(—x)

cos(—z) < <1

—T
Men cos(—x) = cosz och sin(—z) = —sinz, s3
sinx
cosr < — <1
x

dven nir —m/2 < xz < 0.
Eftersom cosx — 1 ndar x — 0, ger instangningsregeln att

sinx

— 1 nar x — 0.
T

2 Derivata

Definition 2.1 Om funktionen f dr definierad i en omgivning till a, si &r den deriverbar i a om differenskvoten
ia
f(z) = f(a)
T —a

har ett grinsvarde ndr x — a. Om gransvardet exiterar (dvs om f &r deriverbar i a) kallas det fér f:s derivata
i a och betecknas f'(a). Man har allts3 d3

Fa) =t 1) = 1)

T—a r—a



Om man satter x = a + h i differenskvoten blir den

fla+h) = f(a)
h
och att £ — a, motsvaras dd av h — 0. Denna variant ar ibland mer behandig.

Lagg market till att en funktion méste vara definierad i en punkt dar den &r deriverbar.

Definition 2.2 En funktion f ar deriverabar om den &r deriverbar i varje punkt i sin definitionsmangd.
Derivatan f' till f ges d3 av
flz+h)— f(z)
x

/ — I
fi(a) = lim
och ar en funktion med samma definitionsmangd som f.
Ibland intriffar det att det (eller de) uttryck som definierar f’ har stérre naturlig definitionsméngd &n vad

f har. Det betyder d3 inte att f/ har den stdrre definitionsmangden; f’ kan bara vara definierad dar f ar
definierad.

Sats 2.1 (% Derivata och kontinuitet) Om f ar deriverbar i a, si dr f kontinuerlig i a.

Det foljer att om f &r deriverbar (i varje punkt i definitionsmingden), s dr f kontinuerlig (i varje punkt i
definitionsméngden).

Bevis

Det giller att visa att f(z) — f(a), ndr z — a.

Eftersom f &dr deriverbar a har differenskvoten (f(z) — f(a))/(x — a) ett grinsvéirde nar x — a, som ar f'(a).

Omskrivning och riknerelger for gransvirden ger(nir x # a) att

f@) = (w—a). LB =@

Tr—a

+ f(a) = 0- f'(a) + f(a) = f(a)

nar r — a.

Sats 2.2 (%  Derivata av sinus) Funktionen f(x) = sinx ar deriverbar och f'(x) = cosz.

Bevis

Det galler att visa att differenskvoten
sin(z + h) —sinx
h

har ett grénsvirde ndr h — 0 och att det &r cos .
Med additionsformeln for sinus blir tiljaren

sin(x + h) —sinz = coszsinh + sinz cos h — sinz = coszsin h + sinz(cos h — 1).
Differenskvoten blir darfor

sin(z + h) —sinz o sin h 4 cosh—1 (5)
A =cosg - —— Fsine ———

Ett ként gransvarde ar att sin(h)/h — 1. Formeln fér cosinus av dubbla vinkeln,
cos(2a) = cos? a — sin® a = 1 — 2sin” a, ger med a = h/2 att

cosh—1 ) sin(h/2)

. sin(h/2) e — =0 0

nar h — 0.
Nu foljer i (5) att

sin(z + h) —sinx

h

—cosz-1+sinz-0=coszx.



2.1 Deriveringsregler

Sats 2.3 Om funktionerna f och g &r deriverbara och ¢ och d ar konstanter, sa galler att kombinationen
cf 4+ dg ar deriverbar och

(cf(z) +dg(x))' = cf'(x) + dg' ().

Beuvis

Differenskvoten for cf (x) + dg(z) ar

cf(@+h)+dglz+h) = (cf(z) +dg(x)) _ fleth)=flz) . glath)—g(@)
h h h ’

Enligt férutsattning ar f och g deriverbara s& (f(x+h) — f(x))/h — f'(z) och (g(x+h) —g(x))/h — ¢'(z)
nar h — 0.

Rakneregeler for gransvirden ger nu
cf(x+h)+dg(z+h) — (cf(x) + dg(x))
h
Det innebér att cf(x) + dg(x) ar deriverbar med derivata cf’(z) + dg'(x).

— cf'(z) + dg'(x).

Sats 2.4 (%  Produktregeln) Om funktionerna f och g ar deriverbara, si giller att produkten fg ar
deriverbar och

(f(@)g(x))" = ['()g(x) + [ (2)g'(x).

Beuvis

Differenskvoten for f(x)g(x) ar
flz+h)g(x+h) = f(x)g(x)
. :

Taljaren kan skrivas

flx+h)g(x+h) = f(x)g(z+h) + f(z)g(z +h) - f(z)g(z) =
= (flz+h) = f(2)g(x+h) + f(x)(g9(x + D) — g(z)).

Vilket ger

fla+ Wofa+ 1) = flalote) _ J@tW = 1@ iy ) 1 .

gz +h) - g(x)
; :

h

Eftersom g ar deriverbar enligt forutsattning giller att g ar kontinuerlig, sa g(x+h) — g(z) nar h — 0. Samma
forutsattning ger att (g(x + h) — g(z))/h — ¢'(x) ndr h — 0. Aven f &r deriverbar enligt forutsattning, sa
(flx+h)— f(x))/h — f'(z) nér h — 0.

Rakneregeler for gransvarden ger nu

f(z+h)g(x+h) - f(z)g(x)
h

nar h — 0. Det innebir att f(x)g(xz) &r deriverbar med derivata f/(z)g(z) + f(2)g'(z).

= fl(x)g(x) + f(x)g'(x)

Sats 2.5 Om funktionen g &r deriverbar s dr funktionen 1/g deriverbar och

Ly _ g
(@) 775(@2'




Observera att g och 1/g kan ha olika definitionsméngd; 1/g &r bara definierad nar g ar definierad och ar # 0.
Bevis
Differenskvoten for 1/g ar

1gx+h) —1/g9(x) gx)—glz+h)  gl@t+h)—g) 1 1
h hg(x)g(z + h) h g9(x) glz+h)

Eftersom g &r deriverbar, sa dr g kontinuerlig, vilket ger att g(x+h) — g(x), ndr h — 0. Samma férutsattning
ger att (g(z 4+ h) — g(x))/h har ett gransvarde (som ar ¢'(x)) nar h — 0.

Rakneregler ger nu att

1/g(xz +h) —1/g(x) / 1 1 ()
h A o RTos Blos

nir h — 0. Det betyder att 1/g ar deriverbar med derivata —¢'()/g(x)?. [

Sats 2.5 tillsammans med produktregeln ger

Sats 2.6 (Kvotregeln) Om funktionerna f och g ar deriverbara, sa dr kvoten f /g deriverbar och

(f(@)’ _ [(@)g(x) = f(z)g'(x)
g9(z) g(x)? '

Bevis

Enligt sats 2.5 ger forutsittningarna att 1/g ar deriverbar med derivata —g’(z)/g(x)?. Produktregeln ger
darfor

3 Allman funktionslara

3.1 Medelvdrdessatsen

Sats 3.1 Antag att funktionen f har ett lokalt maximum eller minimun i en inre punkt ¢ i definitionsmangden
(sé att f &r definierad i en omgivning till ¢). Om f &r deriverbar i c, s3 géller att

F(e) =0,

Bevis
Eftersom f ar deriverbar i ¢ vet vi att f:s differenskvot i ¢

f(@) = f(e)

r—cC

Q=

har ett gransvirde (som betecknas f/(¢)) nar z — c.

Om f har ett lokalt maximum i ¢ giller att f(x) < f(c) for alla = i en omgivning till ¢. Detta ger att
f(@) — f(c) <0 for alla z i omgivningen. Nir x < ¢ géller att x — ¢ < 0, sa d3 giller for differenskvoten av

ficatt
ol =i@)

Tr—cC

Detta ger att lim,_,.- @ < 0. Nar z > c géller att x — ¢ > 0, sa da galler

Tr—cC



Detta ger att lim,_,.+ @ <0.

Eftersom f/(z) = limg—,. Q = lim,_, .- @ = lim,_, .+ Q far vi

0< f'(c)<0, sa f'(c)=0.

Beviset i fallet ndr f har ett lokalt minimum bevisas pé liknande sitt.

Sats 3.2 (Rolles sats) Antag att funktionen f dr kontinuerlig p3 intervallet [a, b] och deriverbar p3 (a, b).
Om d3 f(a) = f(b), sa galler att det finns ett tal ¢ € (a, b) s3 att f'(c) = 0.

Bevis

Eftersom f &r kontinuerlig pd det slutna begransade intervallet [a, b] giller enligt sats att f antar ett minsta
och ett storsta varde m respektive M pa intervallet.

En méjlighet dr att m = M. D3 ar f konstant p3 intervallet och f'(¢) = 0 fér varje ¢ € (a, b).

Annars géller, eftersom f(a) = f(b), att minst ett av m eller M antas i en punkt ¢ € (a, b). Eftersom f ar
deriverbar i ¢ giller darfor enligt sats 3.1 att f/(c) = 0.

Sats 3.3 (% Medelvardessatsen) Antag att funktionen f dr kontinuerlig pa intervallet [a, b] och deriver-
bar p3 (a, b). D3 finns ett ¢ € (a, b), s3 att

f(b) = f(a)

7o) ==

Beviset anvander ett trick. Man hittar en annan funktion dn f, som man kan anvinda Rolles sats pa.
Funktionen ar vald sa att resultatet i satsen da faller ut.

Bevis

Satt
g9(z) = (f(z) = f(a))(b—a) = (f(b) — f(a))(z —a).

D3 &r g kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pa (a, b), eftersom bade f och = — a har dessa egenskaper.
Dessutom giller att g(a) = g(b) = 0. Enligt Rolles sats géller darfor att

g'(c) =0 for ndt c € (a, b).

Deriveringsregler ger att

0=g'(c) = f'(c)(b—a) — (f(b) — f(a)), eller f'(c)= %

Med bara ett uns mer anstringing (och ett trick i samma anda) kan man visa en mer generell version av
Medelvardessatsen, som ibland dr anvandbar.

Sats 3.4 (Generaliserade Medelvdrdessatsen) Antag att funktionerna f och g &r kontinuerliga pa [a, b]
och deriverbara pa (a, b). Om d3 ¢'(x) # 0 pa (a, b) géller att det finns ett ¢ € (a, b), s§ att

f'(e) _ f(b) = fla)

g'(c)  g(b) —gla)




Om man anvénder denna sats med funktionen g(z) = x, sa far man den vanliga Medelvirdessatsen.

Den vanliga Medelvérdessatsen anvand pé g ger att g(b) — g(a) = ¢'(c)(b — a), fér ndt ¢ € (a, b). Eftersom
det forutsitts att g’'(z) # 0 pa (a, b) betyder det att g(b) — g(a) # 0, sa det &r ingen risk att dela med detta
uttryck.

Bevis

Satt

D3 dr h kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pa (a, b), eftersom f och g har dessa egenskaper. Dessutom
galler att h(a) = h(b) = 0. Enligt Rolles sats finns darfér ett ¢ € (a, b), si att h'(c) = 0.

Deriveringsregler ger

3.2 Konsekvenser av Medelvirdessatsen

Sats 3.5 %  Antag att funktionen f &r kontinuerlig p3 intervallet [a, b] och deriverbar ps (a, b). D3 géller
att f &r konstant pa [a, b] precis nar f'(x) =0, for alla x € (a, b).

Om f'(x) =0 for alla x € (a, b) sdger man oftast att f'(x) dr identiskt 0 pa (a, b). Det skrivs ibland f = 0.

Satsen innehaller tva delar. Den ena ar att om f dr konstant pd intervallet, sd &r derivatan identiskt 0. Det
vet vi redan! Den andra ir att om f’ ar identiskt 0 p3 (a, b), s& &r f konstant pa (det lite stdrre intervallet)
[a, b].

Bevis
Antag forst att f &r konstant pa [a, b]. Enligt deriveringsregler r dd f/(z) = 0 for alla = € (a, D).

Antag nu (i stéllet) att f'(x) = 0 for alla € (a, b). Tag ett godtyckligt € (a, b]. Da géller att f &r
kontinuerlig pa intervallet [a, x] och deriverbar pa (a, x). Enligt medelvirdes satsen finns darfor ett ¢ € (a, ),
st att f'(c) = f(a) — f(x).

Enligt forutsittning ar f'(c¢) = 0, sd f(a) = f(z). Eftersom x € (a, b] var godtyckligt giller darfor att
f(z) = f(a) for alla = € [a, b]. Det betyder att f &r konstant pa [a, b].

Sats 3.6 (%  Derivatans tecken och vixande/avtagande) Antag att funktionen f 3r kontinuerlig p3
[a, b] och deriverbar ps (a, b). D3 géller att

1. f ar stringt vaxande p3a [a, b] om f'(x) > 0, for alla x € [a, b].

2. f &r vixande pa [a, b] om f'(x) > 0, fér alla x € [a, b].

3. f &r avtagande p3 [a, b] om f'(x) <0, fér alla x € [a, b).

4. f &r strdngt avtagnade p3 [a, b] om f'(x) < 0, for alla x € [a, b].
Lagg market till att man i satsen inte behdver veta ndt om derivatan i a och b (om de skulle existera). Foér
funktionen f(z) = 3 giller t.ex att den (speciellt) dr kontinuerlig pd [0, 1] och deriverbar p& (0, 1), dar
f'(z) = 322 ir postiv. Allts3 ir den stringt vixande p3 [0, 1]. P4 samma sitt ser man att den &r stringt
vixande pad [—1, 0] och darfor strangt vixande pd [—1, 1]. Att f'(0) = O spelar alltsa ingen roll. P& samma

satt kan man dra slutsaten att en funktion &r strangt vixande pa ett intervall om f’ &r positiv, utom mojligen
i enstaka punkter.



Beuvis

Tag godtyckligt x1 < x5 in [a, b]. Férutsattningarna ger att f &r kontinuerlig p3 [z1, 2] och deriverbar pa

(21, x2). Medelvirdessatsen ger ett tal ¢ € (z1, x2), sa att

f(x2) — f(21)

T2 — 1

f(e)= , dvs f(x2) — f(z1) = f'(c)(z2 — 21).

Vi genomfor bevisen for de olika varianterna.

(6)

1. Det galler hir att visa att f(z1) < f(x2). Enligt férutsittning ar f'(¢) > 0 och xy > x1, s& xo —x1 > 0.

Enligt 6 ger detta f(x2) — f(x1) > 0, eller f(z1) < f(x2).

2. Det géller har att visa att f(z1) < f(x2). Enligt férutsattning dr f'(¢) > 0 och o > 1, sd x9—x1 > 0.
>

Enligt 6 ger detta f(x2) — f(x1) > 0, eller f(z1) < f(x2).

3. Det géller har att visa att f(z1) > f(x2). Enligt forutsattning ar f'(¢) < 0 och 9 > 1,8 x9—x1 > 0.
<

Enligt 6 ger detta f(x2) — f(x1) <0, eller f(z1) > f(x2).

4. Det giller har att visa att f(z1) > f(x2). Enligt forutsittning &r f/(c) < 0 och x2 > x1, s& zo—x1 > 0.
<

Enligt 6 ger detta f(x2) — f(z1) <0, eller f(z1) > f(x2).
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