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Lésningar till MVEO0O12 Inledande matemtik for 11, 16-12-21

Vi har att f(z) = x/(1 + 2?) #r definierad for alla x och att f(z) — 0, nér
x — Fo00. Derivering ger

1-(z2+1) -2 22 1—2? (1-2)1+=x)

fx) = (z2 + 1)2 - (x2+1)? - (22 + 1)

Detta ger att f(z) har (lokalt) maximum i = 1 och (lokalt) minimum i z = —1.
Eftersom f(1) = 1/2 och f(—1) = —1/2 och f(x) — 0, néir x — +oo &r storsta
vérdet 1/2 och minsta —1/2.

Svar: Storsta virdet dr 1/2.
Vi deriverar f(z) = arctan(x/v/1 — 22) och far enligt kedje- och kvotreglerna
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Svar: f'(z) =1/v1 — a2

Med f(z) = = + e® har vi f'(z) = 1 + €. Det giller att f~1(f(z)) = x, som
deriveras till (f~1)'(f(z))- f/(x) = 1. Vi soker x sa att 1 = f(x) = z + e® och ser
att x = 0 duger. Eftersom f/(0) = 2 far vi (f=1)'(1)- f/(0) = (f~1)'(f(0)) -2 = 1.
Svar: (f~1)(1) =1/2.

Systemtet har den utokade koefficientmatrisen

1 2 0 3
a a -1 3a-—-2
1 2 (a®>-1) 4

som utsétts for radooperationer. Vi multiplicerar rad 1 med —a och liagger till
andra, men ocksa med —1 och lagger till tredje. Resultatet &r

1 2 0o 3
0 —a -1 =2
0 0 (a*>-1) 1

Om a # 0 och # +1 har vi trappstegsform utan pivotelement i sista kolonnen,
vilket ger 16sningar. Nir a = £1 har vi trappstegsform med pivotelement i sista
kolonnen, sa inga l6sningar. Nar a = 0 ger andra och tredje raderna ekvationerna
z = 2 respektive z = —1 som &r oférenliga. Inga losningar om a = 0.

Svar: Nar a = 0, samt nér a = +1.

i. Réknetregler for logaritmer och identifiering av dominerande termer ger
2 2
+1 1+1/x
1) - 2@ ) = (L) S (A1)
n(z”+1) n(3z + 1) n Grr 1 n Br1/0? —
— In((1+0)/(3+0)?) =1In(1/9) = —21n 3,

nir r — oo.
Svar: —21n 3.



ii. Vi sétter ¢ = 1/z och har att vi ska undersoka te™! = t/e’ nér t — co. Men
det ar ett ként gréansvirde som blir 0.
Svar: 0

iii. Grénsvirdet dr av typen "0/0”; sa téljaren och ndmnaren har det gemensam-
ma nollstéllet —3. Vi forlanger med konjugerat uttryck till nimnaren:

Ve+dve+1242 (x+4)(x+12) — 22 B
x+3 (@ +3)WVr+4/r+12—x)
B 16(x + 3) B 16 .
@ +3)WrtdVr+12—2) Vatdvr+12—=z
16 8
T 3437 ®

nir x — —3.
Svar: 8/3.

(f) Vi ténker pa y som en funktion y(z) och deriverar likheten z3y? +2/(z +y) = 2.
Det ger 322y? + 23yy’ — 2(1 +v')/(z + y)? = 0. Insiittning av 2 = 0, y = 1 ger
—2(1+y)=0,dvsy = -1
Tangenten har alltsa riktningskoefficient —1 och gar genom (0,1). Det ger ekva-
tionen y = —x + 1.

Svar: y=—z+ 1.

2. (a) Vi soker parameterframstillning av givna linjen genom att sitta t = x + 1 =
y+2=3—2z Det ger (z,y,2) = (-1,—-2,3) + (1,1, —1). Det ger att linjen gar
genom punkten A = (—1,—2,3) och har riktningsvektor o = (1,1, —1), som é&r
parallell med planet och dérfor vinkelrdt mot en normal till planet. En annan
punkt i planet dr B = (2, —5,4) (given) och vektorn AB= (241, ~5+2,4—3) =
(3,—3,1). En normal till planet ges dérfor av

. 1 3 -2 1
ox AB=| 1 | x| -3 |=| -4 |=-2]2
-1 1 —6 3

Vi har att vektorn (1,2, 3) &r en normal till planet som dérfér har en ekvation av
formen x + 2y + 3z = d. Inséttning av A ger —1 —4+9=4=4d.
Svar: x + 2y + 3z = 4.

(b) Avstandet D fran en punkt (z,y, z) till planet ges enligt avstandsformeln av

D— |z + 2y + 3z — 4|
V12 422433

For (1,1,5) ger detta D = 14/y/14 = \/14.
Svar: v/14.

3. Funktionen f(z) = 5/(4(z% + 1)) + arctan(z) &r definierad for alla virden pa x.

Nir x — —oo giller att f(x) — 0—m/2, och f(x) — 0+ /2, néir x — oo. Det betyder
att linjen y = —7/2 dr en asymptot 1 —oo, medan y = 7/2, 4r asymptot i co.

Derivering ger

—2z 1 #? —52/2+1  (z—2)(z—1/2)

(1+l’2)2 + 1+$2 - (1+$2)2 - (1+{L‘2)2

) = 2



Det ger att f(z) dr stringt vixande pa (—oo,1/2] U [2,00), och stringt avtagande pa
[1/2,2]. Dirfor har f(x) ett lokalt maximum i = 1/2, och ett lokalt minimum i z = 2.

Vi har f(1/2) = 1 + arctan(1/2) < 1 + arctan(1/v/3) = 1+ 7/6 < (27 +7)/6 = 7/2.
och f(2) =1/4+ arctan(2) > 0.

Vi sammanstéller i en graf:

Vi ser att viardeméndgen dr intervallet (—m/2,7/2).

Svar: Definitionsméngden &r (—o0,00) och virdemé#ngden (—n/2,7/2). Funktionen
ir stringt vixande pa (—oo,1/2] U [2,00) och stringt avtagande pa [1/2,2]. Den har
ett lokalt maximum i 1/2 och lokalt minimum i 2. Linje y = /2 dr en asymptot i oo,
medan y = —7/2 &r asymptot i —oo.

. Vi séker maximum till funktionen g(z) = f'(z), dir f(z) = 2z +1)/(1 + x + 22).

Derivering ger

() = 20+ z+2?) — 2z +1)(1+22) 1 -2z — 223
g (1+ x+ x2)? (1+x+ 22)?

Etersom 22 +z + 1 = (z + 1/2)? 4+ 3/4 > 3/4 ir g(z) definierad for alla z och vi ser
att g(x) — 0, nidr x — +o0.

Vi deriverar g(z) for att stka storsta virdet:

(=2 —4dz)(1+ 2 +2%)? — (1 — 22 — 222)(1 + 22)2(1 + = + 2?)

glx) = (Atzta2) =
200+ 22) A4z +a?4+1-20—22%)  —2(1+2z2)(2—x—2?)
N (1+x+a2)3 B (14 2z + x2)?
204 22)(z - 1) (-2 —2) 2(x+2)2x+1)(xz—1)
N (1+z+22)3 B (1424 22)3

Eftersom 22 + 2+ 1 = (z + 1/2)% 4+ 3/4 alltid &r > 0 har ¢/(x) teckenviixling i z = —2,
x = —1/2 och x = 1. Vi far att g(x) vixer nir = € [-2,—1/2] U [1,00) och avtar
nir r € (—oo,—2] U [—1/2,1]. Vi har lokalt maximum bara i + = —1/2, dér g(x) =
(1+1-1/2)/(1 —1/2 +1/4)% = (3/2)/(9/16) = 8/3. Detta ir ocksa stérsta virdet
till g(z), eftersom g(z) — 0, nér x — +oo.

Punkten pa grafen till f &r alltsa (—1/2, f(—1/2)) = (—1/2,0).

Svar: I punkten (—1/2,0).

. Normalen till grafen av f i punkten (a, f(a)) har lutning —1/f'(a), eftersom den &r
vinkelrét mot tangenten dér, vars lutning dr f'(a).

Normalen gar genom (a, f(a)) och har dérfor ekvationen y = (—=1/f'(a))(z—a)+ f(a).
Den skér z-axeln i b som 16ser 0 = (—1/f"(a))(x —a)+ f(a). Det ger b = a+ f(a)f'(a).



(a,f(a))

o

Triangenls area &r A(a) = (b—a)f(a)/2 = f(a)?f'(a)/2. Sétter vi g(z) = f(x)*f'(z) =
(1 — e *)%2e~% har vi att A(z) = g(x)/2.
Vi soker nu eventuella storsta och minsta vérden till g(x), da z > 0.

Vi har g(z) — 0, nér © — oo och

g = 20—e e —(1-e e =(1-e)e "2 % —14¢") =
e f(1—e®)(3e " —1).
Hir ér de tva forsta faktorerna > 0 néir x > 0, sa tecknet bestims av (3¢™* — 1) som

véxlar tecken i = In 3. Det visar att g(x) har ett storsta virde g(In3) = 4/27 och att
minsta virde saknas.

Svar: Storsta arean #r 2/27, men minsta area saknas.

6. (a) Med formel for dubbla vinkeln och trigonometriska ettan géller

1—cosz 1—cos(2-2/2) 1—cos?(z/2)+sin’(z/2)  2sin’*(z/2)

l+cosz  1+cos(2-2/2) 14 cos?(x/2)—sin?(z/2) 2cos?(z/2)

= tan?(z/2).

Eftersom tan(t) # tan®t, nér ¢t # nm, 7/4 + nm stimmer inte pastidendet.

(Alternativt kan man prova med 7/3. D4 blir viinstra ledet i pastaendet 1/+/3,
medan det hogra blir 1/3.)

Pastaendet &r falskt.
(b) Funktionen

0O nar =0

f(aC):{xsin(l/x) nir x>0

dr kontinurelig pa [0,00), men har inget lokalt extremvirde i x = 0, eftersom
f2/(m(1+4n)) > 0, medan f(2/(w(6+ 4n)) < 0.
Pastaendet &r falskt.

(c) Om (f(z) — f(a))/(x — a)? har ett grinsvirde > 0 nir x — a, giller att (f(x) —
f(a))/(z —a)? > 0 i en omgivning till a, sd niir som pa niir x = a. Det betyder
f(x) — f(a) i > 0 i denna omgivning, eftersom detta géller for (z — a)?. Alltsa
ar f(z) > f(a) for alla i en omgivning till a (utom i x = a). Alltsa har f(x) ett
lokalt minimum i x = a.

Pastaendet dr sant.



