Serier och potensserier

J A'S, ht-05

1 Serier

1.1 Allmint om serier

Néar ay ar en talfoljd kallas uttrycket

o0

Zak:ao+al+a2+"’+ak+"'

k=0
for en serie. Serien hér borjar med index k& = 0, men det &r inte nédvindigt. Nar inga missforstand anses
kunna uppsta skrivs vénstra ledet ovan ofta ), aj, sa att man sjélv far begripa med vilket virde pa k
man borjar och att k fortsidtter mot co. En serie dr alltsa ett forsok att summera oéndligt manga termer
(i en bestdmd ordning).

Det &r viktigt att forsta att odndligt manga tal inte alltid kan summeras. Serien 1 +2+---4+k+--- som
forstas inte kan summeras till nagot vettigt. Inte heller 1/1 +1/2+--- + 1/k + - - - kan summeras, men
det dr en aning svérare att forsta. Ddremot kan serien man far av talféljden 1/k? beriknas. Ett beromt
resultat dr namligen

14+1/22+1/3% + -+ 1/k* +--- = 7°/6.
Men, vad ska egentligen likheten i detta betyda? Vad betyder det att summera odndligt manga termer?

Till serien ) ;- , ar kan man bilda dess f6ljd av partialsummor (eller delsummor):

So = Qg

S1 = ag+a;
n

S, = Zak=a0+a1+a2+~~+an
k=0

Den femte partialsumman till >, 1/k% &r t.ex. 1+ 1/4+1/9+1/16 + 1/25 = 5269/3600.

Det &r naturligt att definiera seriens summa som grénsvirdet av partialsummorna:
Definition 1.1 En serie ), aj, dr konvergent med summan (eller virdet)
Zak = lim S
k—oo
k
om dess foljd av partialsummor Sy, S1,S2, -+, Sk, ... dr konvergent. Annars dr den divergent.

Den geometriska serien
Zrk:1+r+r2+...+rk’+...)
k=0
som #r mycket viktig, har da partialsumman Sy = 1 + 7 + 72 + - + r*. Man ser genom multiplikation
att (1 —7)Sp =1—7r"1 sa S, = (1 —rk1) /(1 —r). Narr=14r Sp =k + 1.
Av detta ser vi att Sy har ett grinsvirde (1/(1 —r)) bara nér |r| < 1.

Den geometriska serien Y p- o r® ar konvergent med summan

= 1
grkzlfr

k=0

nér |r| < 1 och divergent annars.




Exempel 1.1 Serien Y 7, 1/k* dr konvergent.
I . . . .
Dess partialsummor Sy bildar en véiixande f6ljd av tal som &r uppat begrénsad
och dérmed konvergent. Vi har ndmligen (se figuren)
k k
2 2 2 1 1
Se=1+1/2 4+ 1< 1+ [ VaPdo=1+ -] =2-- <2
1 xl1

Vi har darmed sett att seriens summa har mening, men inte lyckats berdkna
den. Att summan blir 72/6 dr viisentligt svarare att visa.

0 1234567
Sats 1.1 Om serien Y po, ai dr konvergent, sa gdiller att ap — 0, ndr k — oc.
Bevis. Vi vet att féljden Sy av partialsummor har ett gransvirde S, nar k — oo. Foljden Si_1 har forstas
samma gransvirde S. Vi har

akZSk—Sk_1—>S—S=O,
néir k — oo.

Det &r viktigt att forsta att omvindningen till satsen inte giller (i allménhet).

1/n

Exempel 1.2 Serien Z;’;l el’* Gr divergent, eftersom e har grinsvdrdet 1 ndr n — oco.

Exempel 1.3 Serien Y, 1/k dr divergent trots att 1/k — 0, ndr k — oco.

Seriens partialsummor bildar ndmligen en vixande f6ljd som inte dr uppat begréinsad:
k+1
S :1/1+1/2+---+1/k2/ 1z dz = n(k + 1)
1

Eftersom In(k + 1) — oo gor dven Sy det, nir k — oo.
En serie Y - ax, dér alla termer aj, &r > 0 (eller > 0) kallas for en positiv serie.
En serie dér termerna turas om att vara > 0 och < 0 kallas en alternerande serie. En sadan kan skrivas

+ 377 o(=1)*ay, dir alla aj, & > 0. For alternerande serier giller

Sats 1.2 Om Y ;- (—1)*ay dr en alternerande serie dir ay > 0 dr en félid som avtar mot 0, sd dr
serien konvergent.

Bevis. Enligt forutsattningen géller 0 < ag41 < ay, for alla k. Vi har
Soky1 = (a0 —ay) + -+ + (agx — a2p41) = Sak—1 + (a2x — a2x41) > Sak—1,
sa de udda partialsummorna bildar en vixande foljd. Den &dr uppat begréinsad eftersom
Sopt1 = ag — (a1 — az) — -+ — (agr—1 — agx) — a2x41 < ag

Lat S vara grénsvirdet av dessa udda partialsummor nér k& — oo. Vi har Sop = Sogy1 — agp+1. Eftersom
ar, — 0 ser vi nu att d&ven de jamna partialsummorna har grénsvirdet S, nidr k — oo. Darmed &r serien
konvergent.

Exempel 1.4 Serien Y ;- (—1)*/k dr konvergent eftersom den dr alternerande och féliden 1/k avtar
mot 0.

1.2 Positiva serier

Det ar tillréckligt intressant att kunna avgora om en serie konvergerar eller ej, for att det ska vara moédan
vért att systematisera fragan, dven om vi inte lyckas beridkna summan (exakt) vid konvergens. Om en serie
konvergerar kan vi rékna ut ett nirmevirde for dess summa genom att beridkna en partialsumma med
(tillriickligt) manga termer. Om en serie divergerar #r det férstas meningslost att forsoka approximera
dess summa (som inte finns).

For en positiv serie ér foljden av partialsummor Sy vixande och ar dérfér konvergent precis nér den ar
uppat begrinsad. Fragan om konvergens for positiva serier dr dirfor sirskilt enkel att besvara; det riacker
att avgdra om dess foljd av partialsummor dr uppat begrénsad eller ej.



1.2.1 Jamforelsekriterier

Sats 1.3 (Integralkriteriet) Antag att f(z) > 0 dr en kontinuerlig avtagande funktion definierad da
x > 0. Satt f(k) = ax. Da dr fooo f(z)dz och 377y ai antingen bdda konvergenta eller bada divergenta.

Hir &r valet av den nedre grinsen till 0 ovésentligt; det fungerar lika bra med vilket (hel)tal som helst.

f
&
a, | Fig 4. S5 — ap 4r en undersumma till f05 f(z)dx.
a; -
a, -

I

1 2 3 45
) f
& -
% - Fig 5. S5 dr en versumma till foﬁ f(x)dx.
a, -

1 2 3 45

Bevis. Antag forst att integralen konvergerar. Om vi delar in intervallet [0, k] i &k lika stora delar sa &r
Sk — ag, dir Sy, &r k:te partialsumman till serien, samtidigt en undersumma till f(x) pa [0, k], s&

k
Sk — ag §/ f(x)dx
0

Detta ger S < ag + fo x) dzx, sa den viixande f6ljden Sy dr uppat begrinsad och dérfor konvergent.

Antag sedan att serien konvergerar. Delain [0, k+1] i k+1 lika stora delar. D4 &r seriens k:te partialsumma
Sk en oversumma till f(z) pa [0,k + 1]. Eftersom Sy #r uppét begréinsad (av gransvirdet S), dr dven
fo dat (som viixer med b) uppat begrinsad. Alltsa har fo x)dx ett grinsvirde nidr b — oo, och
Jo° f(x)dx dr konvergent.

En V1kt1g slutsats ar

Serien
=1
>
k=1

ar divergent ndr p < 1 och konvergent nér p > 1

Man jémfor serien med [ (1/a?) da.

Sats 1.4 (Jamforelsekriteriet) Antag att Y o jar och Y o bi dr positiva serier med ay < by, for
alla k. Om Y77 g ay dr divergent sd dr Y, by divergent. Om >~ by dr konvergent sd dr 'y, ak
konvergent.

Bevis. Lat Sy och T}, beteckna partialsummorna till Z,?;O ay, respektive Zzozo br. Bada dessa foljder &r
vixande och forutsdttningarna ger Sy < Ty for alla k.

Om forsta serien dr divergent dr Sy inte uppat begrénsad och da kan heller inte T}, vara det. Alltsa &r
dven andra serien divergent.

Om andra serien dr konvergent &r foljden Ty uppat begrdnsad och dérmed &r dven Sy. Detta ger att
forsta serien &dr konvergent.

Exempel 1.5 Serien Y -, cos®(k)/k? dr konvergent.

Vi jamfor med Y- | 1/k? som vi vet dr konvergent och utnyttjar att cos®(k)/k? < 1/k2.



Sats 1.5 (Kvotkriteriet) Lat > .-, ar vara en positiv serie, sidan att ap1/a har ett gransvirde L,
ndr k — oco. Om L < 1 dr serien konvergent. Om L > 1 dr den divergent. Ingen slutsats kan dras om
L=1.

Bevis. Vi ska jamfora serien med en geometrisk serie. Antag forst att ag41/ar — L < 1. Vilj ett tal r
mellan L och 1 s& att L < r < 1. For stora virden pa k, lat oss sidga k > ng, kommer da ayi1/ax att
vara < r. Detta ger att agp41 < agr, nir k > ng. Vi far

Ong+1 < QpgT

2
Apo+2 < Ano+1T < AnyT

k
Ano+k < - < AnyT

Eftersom r < 1 &r den geometriska serien ap, Z;O:O r* konvergent. Enligt jimforelsekriteriet #r darfor
ocksa Z;’;no aj, konvergent. (Dérmed &r ocksa ) .- aj konvergent.)

Nér agy1/ar — L > 1 giller att agy1 > ax, nér k dr stort. Alltsa kan ay, inte ga mot 0, nér k — oo, sa
serien &r divergent.

Exempel 1.6 Avgor for vilka b > 0, som Y ;- b* /k dr konvergent.

Med ay, = b*/k har vi ap41/ax = bk/(k-+1) som har grinsvirdet b, niir k — oo. Serien #r alltsa konvergent
nér b < 1 och divergent nér b > 1. Nar b = 1 ar serien ocksa divergent.

Exempel 1.7 Serien Y 7, k=2 dr konvergent och axt1/ar = (k/(k+1))* — 1, nir k — oo.

De tva senaste exemplen illustrerar att ingen slutsats kan dras nér L = 1.

1.3 Allminna serier

En serie Zzozo ay, dér inget sirskilt antas om tecknet pa ay, ir absolutkonvergent om (den positiva) serien
> re o lak| dr konvergent.

T.ex. & Y, cos(k)/k? absolutkonvergent. Vi har némligen att >, | cos(k)/k?| &r konvergent om vi
jamfor med den storre konvergenta serien y ;- | 1/k?.

Sats 1.6 Om >~ ay dr absolutkonvergent, sd dr den ocksd konvergent.

Att vara absolutkonvergent &r alltsa “finare” &n att vara konvergent.

Bevis. Tricket dr att skriva serien som en skillnad av tva konvergenta positiva serier. Vi har ap =

lax| — (lak| — ax), sa
o0

Yoar=>larl =Y (lar| - ax).
k=0 k=0

k=0
Bada serierna i hogra ledet dr positiva och den forsta dr konvergent enligt antagandet. For den andra har
vi |ag| — ap < 2|ag]|, sa jamforelsekriteriet ger att dven denna &r konvergent.

Exempel 1.8 Serien Y -, cos(k)/k?, som varken dr alternerande eller positiv, dr konvergent eftersom
den dr absolutkonvergent.

En serie som &r konvergent utan att vara absolutkonvergent séigs vara betingat konvergent. Ett exempel
pa en sddan #r den alternerande serien Yoo, (—1)*/k.

Vi kan nu gora foljande utokning av kvotkriteriet:

Sats 1.7 (Kvotkriteriet) Ldt > -, ax vara en serie, sidan att |ag+1/ag| har ett grinsvirde L, ndr
k — o00. Om L <1 dr serien konvergent. Om L > 1 dr den divergent. Ingen slutsats kan dras om L = 1.

Bevis. Om L < 1 &r ) ;- |a| konvergent enligt det tidigare kvotkriteriet. Dérmed &r ocksa > po , ak
konvergent.

Om L > 1 géller att |agy1/ax| > 1, dvs |agy1| > |ak|, nér k dr stort. Dirfor kan termerna ay, inte ga mot
0 nér k — 0 och serien Y.~ aj divergerar.



2 Potensserier

2.1 Allmint om potensserier

En serie av formen Y - ag(z — a)¥, dir z dr en variabel och a ett tal, kallas en potensserie (kring
a). Talen ay (som antas kdnda) kallas seriens koefficienter. I potensserier dr det viktigt att man startar
indiceringen sa att inga negativa potenser av x féorekommer.

Det forsta problemet som dyker upp ér att forsoka bestdmma for vilka x som serien kan summeras till
ett tal: for vilka virden pa x konvergerar serien?

Man kan ténka pa potensserier som en generalisering av polynom. Seriens partialsummor &r polynom
med variabeln . Generaliseringen bestar naturligtvis i att vi nu tillater oss att ta med oindligt manga
termer. Nackdelen blir da férstas att vi inte kan vara sikra pa att serien summerar till ett tal for givet x.

Vi har flera ganger under kursen rakat ut for att de elementéira funktionerna inte ricker till for att
genomfora kalkyler. Ur denna synvinkel kan vi tacksamt ta emot potensserier som ett nytt (och stort)
tillskott av funktioner med definitionsméngd de z for vilka de konvergerar.

Sats 2.1 Antag att Y, apx® konvergerar for x = xo. Dd dr serien ocksd (absolut)konvergent for alla
x sadana att |x| < |zol.

Om vi erséitter  med z — a i serien ser vi att om Y~ ax(z — a)* konvergerar fér x = z¢, konvergerar
den (absolut) nér |z — a| < |xg — al.

Bevis. Idén #r att jimfora Y, |ax2”| med en geometrisk serie.

Fran forutsittningen far vi att limy_ o axzk = 0. Det betyder att talfoljden azf dr begriinsad. Lat oss
siiga att |agzf| < M, for alla k.

Antag att |z| < |xo| och sitt r = |z|/|zo] < 1. Vi har da att |axz®| = |apxf|r® < MrF. Eftersom
r < 1 konvergerar den geometriska serien M Y ;- r* och dirmed dven den mindre (positiva) serien
> heo |axz"].

Av satsen foljer det att ett av foljande 6msesidigt uteslutande fall kan intréffa for en potensserie

Yoy ak(z —a)*:

1. Serien ar absolutkonvergent for alla x,

2. det finns ett tal R > 0, sa att serien &r absolutkonvergent for alla  sadana att |z — a] < R och
divergent for alla  med |z —a| > R

3. serien konvergerar bara nér x = a.

Talet R kallas seriens konvergensradie och det &r brukligt att sétta R = oo i fall 1) och R =01 fall 2).

Om vi tiinker pa en potensserie Y, aj(z—a)* som en funktion, &r den alltsd definierad for alla = sadan att
|z —a|] < R, dir R #r seriens konvergensradie. Den dr definitivt inte definierad nér |z — a| > R. Méngden
(som bestédms av) |x — a| < R dr ett symmetriskt intervall runt a dir dndpunkterna a + R inte ingar.
Betriffande dndpunkterna sa kan ingen av dem, en men inte den andra eller bada inga i potensseriens
definitionsméngd. De x for vilka serien konvergerar kallas seriens konvergensintervall.

For bestdmma en series konvergensradie kan man ofta anvinda kvotkriteriet fér positiva serier. Beviset
for foljande sats utnyttjar det. Denna sats &r av teoretiskt intresse och ska inte anvéndas praktiskt; se
det efterféljande exemplet!

Sats 2.2 Om|ant1/an| — L, ndrn — oo, sd har potensserien Y., ar(r—a)* konvergensradien R =1/ L.

Hér ska 1/L tolkas som R = oo nér L = 0 och som R = 0, néir L = co.

OBS! Det &r i praktiken mycket béttre att anvénda kvotkriteriet i stéllet for sats 2.2, som i beviset
nedan.

Bevis. Vi har, enligt forutsiittningen, att |a, +1(z—a)"*!/(an(z—a)™)| = |an11/an||r—al har grinsviirdet
Lz — al.

Enligt kvotkriteriet har man absolutkonvergens nér L|z — a| < 1, men inte nér L|z — a| > 1.

Detta ger att konvergensradien &r R = 1/L.



Exempel 2.1 For vilka x konvergerar potensserien

=k
Zl_kz@*?)k?

k=2

Absolutbeloppet av kvoten av tva pa varandra foljande termer ar hér

(k+ D)@ -2 1§ ‘ _ k+1 K21

: Jz =2 — e -2
- (k+1)2 k(- 2)F P oar ATl

nir k — oo. Kvotkriteriet ger (absolut)konvergens nér | — 2| < 1 och divergens nér |z — 2| > 1, sa
konvergensradien ar 1.

Nér o = 1 fir vi den alternerande serien Y, _,(—1)¥k/(1 — k%) med termer som avtar mot 0 och dérfor
ar konvergent.

Nér o = 3 far vi — >, _, k/(k* — 1). Eftersom k/(k? — 1) > k/k* = 1/k och den positiva serien Y., _, 1/k
dr divergent dr potensserien divergent nir z = 3 (enligt jimforelsekriteriet).

Potensserien konvergerar alltsa nér z ligger i intervallet [1, 3] (som &r seriens konvergensintervall (och
definitionsméngd)).

Exempel 2.2 Bestim konvergensradien till
P(z) = Z4k(a: —a)’*.

Observera att i detta exempel dr bara var tredje koefficient # 0, s& kvoten av koeflicienter |ag41/ak]

saknar griansvirde (4r inte ens alltid definierad). Alltsa &r sats 2.2 inte anvéndbar. Vi anviinder (som

vanligt) kvotkriteriet och far att absolutbeloppet av kvoten av tva pa varandra foljande termer ar
4k+1($ _ a)S(k—i—l)

4k (x — a)3k

9

|2 néir kK — oo. Enligt kvotkriteriet har vi konvergens niir 4|(x —a)|> < 1, dvs

|> > 1. Potensseriens konvergensradie #r alltsa R = 471/3,

som har gransvirdet 4|(z —a)
nér |(z—a)| < 47'/3 och divergens nir 4|(x —a)

Exempel 2.3 Bestdm konvergensradien till P(z) = > p- , axz®, ddr

o — 4+ ndr k dr jémnt
T 4k nark dr udda

Aven hiir saknar ayy/aj (som dr 6msom 1/16 émsom 16) grinsviirde. Vi léser problemet genom att
skriva P(z) som en summa av tva potensserier.

P(x) _ Z42k§x2k + Z4—2k—1$2/€+1
k k

Hér har pi(z) = Y, 4%¢2?* konvergensradien 1/4, medan po(z) = 3, 47287122k+1 har konvergensradien
4. Det betyder att P(x) konvergerar nir |z| < 1/4.

Nar 4 > |z| > 1/4 divergerar pi(x), medan py(z) konvergerar. Alltsa kan inte P(z) konvergera (for da
hade py(x) = P(z) — p2(x) konvergerat) nér 4 > |z| > 1/4.

Potensserien P(x) har alltsa konvergensradien 1/4.

2.2 Derivering av potensserier

Som tidigare nimnts kan vi tdnka pa potensserier som ett tillskott till vart forrad av funktioner. Det
blir darfér naturligt att fraga om dessa funktioner &r deriverbara och om vi kan bestdmma primitiva
funktioner till dem.

Det visar sig att potensserier gar utmérkt att derivera (inuti sina konvergensintervall). I sjélva verket
gar de att derivera hur manga ganger som helst! For att forsta detta kan man anvéinda foljande sats
upprepade ganger.



Sats 2.3 (Termvis derivering) Antag att P(z) = > 1, arz® har konvergensradie R > 0. Dd dr P(z)
deriverbar ndr |x| < R och
() = Z kagz"!
k=1

Satsen innehaller (bland annat) pastendet att hogra ledet i likheten ovan konvergerar nér || < R.
Den "termvisa derivatan” har alltsa en konvergensradie som &r minst lika stor som den ursprungliga
potensserien. Om vi kombinarar sats 2.3 med sats 2.4 som vi ska visa senare ser vi att P’'(z) och P(z) i
sjélva verket har samma konvergensradie. I d&ndpunkterna till konvergensintervallet kan det daremot
ga lite hur som helst. Det kan faktiskt till och med intréffa att potensserien P’(z) #r konvergent i en
dndpunkt trots att potensserien P(z) inte dr det.

Genom att ersitta  med @ — a ser vi att vi ocksd kan derivera P(z —a) = Y., ax(z — a)¥ termvis.
Derivatan blir >, kag(z — a)*~L.

For att visa satsen ska vi berdkna gransviardet av differenskvoten

(x—l—h :U—i—h
St

nir h — 0. Hér stoter vi pa patrulll Summan #r definierad som ett grinsvirde, sa vi har tva olika
gransvirden staplade pa varandra. Niar man har den situationen kan man inte utan vidare kasta om
ordningen i vilken man tar grinsviardena som foljande exempel visar.

Exempel 2.4 Vi har

lim<lim )—hmO—O
z—=0 \y—=0T +y z—0
men
lim(lim ):hm1:1.
y—0\z—0z +y y—0

Vi delar upp beviset i tre steg.

Lemma 2.1 (Steg 1) OmY_,_, axz” har konvergensradien R > 0, sd dry_,_, karz*~1, (absolut)konvergent
ndr |z| < R.

k—2

Genom upprepad anvéndning ser vi att &ven »_, _, k(k — 1)apz”~? &r konvergent nér |z| < R.

Bevis. Vilj ett 7 sa att |z| < r < R. Eftersom |z|/r < 1 har vi att (|z|/r)*~! dr en exponentiellt
avtagande funktion av k. Detta ger att k(|z|/r)*~1 — 0, niir & — oo; en exponentialfunktion dominerar
ju 6ver ett polynom.

Foljden k(|z|/r)k~1 #r alltsa begrinsad. Lat oss siga att k(|z|/r)*~! < M, for alla k.
Vi far nu 1
Flaglle* ™" = Klag|r*~! (@) < Mlag|r*~?
r

Eftersom 0 < 7" < Réar Y, |ag|rt=! = (1/r) 3, lax|r® konvergent. Jamforelsekriteriet ger nu att
> ey kagx® =1, dr (absolut)konvergent nir |z| < R. [

Vi ska visa att satsen genom att visa att

o0

(P(x+h) = P())/h - Zkakx -3 a (L ~ kat1)

k=2

har gransvirdet 0, ndr h — 0. Tricket ar att forsoka fa ut ett h utanfor serien sa att serien som blir kvar
ar oberoende av h och konvergerar.

Det visentliga steget ar

Lemma 2.2 (Steg 2) Nir k > 2, finns det ett tal b mellan x och x + h, sa att

(x + h)F — 2F

- — k" < E(k — 1)|h|[p)" 2



Bevis. Medelvardessatsen ger ett a mellan x och x + h, sa att

(x + h)F — 2*

; _ k_ak—l

Samma sats ger ett b mellan x och a (och alltsa mellan = och x + h), sa att

(x+ h)F — ¥

- — kbt = kaF T — k2t = k(k — 1)(a — 2)b" 2

Eftersom a ligger mellan = och x + h har vi |z — a| < |h|, och pastaendet foljer.

Bevis av sats 2.3 Antag att || < R och vélj ett r sa att |z| < r < R. Vi kan férutséitta att h r sa litet
att |z| + |h] < r. Av detta f6ljer att alla tal mellan = och = + h har absolutbelopp < .

Vi

oo

o0 T k _ gk
Q= (P(x+h)—P)/h- aa’ = Zak(% - kx’H).

k=1 k=2

och fran steg 2 har vi nu att

’(:r—i-h)k—x’“

; - kx’H’ < |hlk(k — 1)r+=2,

Tillsammans ger detta

oS k_ .k oo
Q<Y ]ak(w - kxk*)] <Y laxlk(k — 1)
k=2 k=2

Den sista serien dr konvergent (och oberoende av h) enligt steg 1. Vi ser tillsist att @ — 0, néir h — 0.

2.3 Potensserieutveckling av funktioner

Om man lyckas skriva en funktion f(x) som en potensserie i en omgivning till ( = 6ppet symmetriskt
intervall kring) z = 0, f(z) = >, arz®, kallas potensserien for f:s Maclaurinserie. Om man pa mosvarande
siitt lyckas fa f(z) = >, ax(x — a)* i en omgivning runt a kallas serien for f:s Taylorserie kring z = a.
En Maclaurinserie ir alltsi en Taylorserie kring « = 0. I detta hifte kallar vi f(z) = >, ax(z — a)* en

potensserieutveckling av f(x).

I detta avsnitt ska vi se att vara vanliga elementéra funktioner ofta kan skrivas som potensserier. Vi
kommer flera ganger att anvinda symbolen n!, (dir n dr ett naturligt tal,) som betyder produkten av
alla heltal 1,2,...n, dvs n! =1-2-...-n. Man brukar ocksa sétta 0! = 1 av praktiska skéil.

Vi passar pa att notera att om f(x) = Y., ar(z — a)* méste f(z) ha derivator av varje ordning i (en
omgivning till) z = a eftersom detta giller for potensserien. Derivering av f(z) = Y, ax(z — a)* ger
ocksa f*)(a) = klay, sa att serien #r helt bestimd av f(x): ax = f*)(a)/k!

Vi har uppenbarligen f(a) = (/% ()/k)(a — a)* ( = (/©(@)/0)(a~ a)° = a).

Det finns emellertid pa forhand ingen garanti for att f(z) = 3, (f*)(a)/k!)(x — a)* i en omgivning till
x = a . Tva saker &r problematiska: dels kan det intréffa att potensserien har konvergensradie 0, dels kan
f(x) och potensserien ha olika viirden utom for © = a (dven om den har positiv konvergensradie).

Vi ska anvinda foljande teknik for att forsoka uttrycka en given potensserie P(z) med hjilp av elementéra
funktioner:

1. Visa att P(z) l6ser en viss differentialekvation med begynnelseviirden,
2. 1os differentialekvationen (med hjilp av elementéra funktioner),

3. resultatet blir en identifiering av P(x) med virdet av en elementér funktion nér x ligger i det inre
av P :s konvergensintervall.

2.3.1 Vanliga utvecklingar kring =z =0

Vi bérjar med potensserien P(z) = >, _, 2*/k!. Kvotkriteriet ger konvergensradien R = co. Potensserien
ar alltsa (absolut)konvergent for alla .



Termvis derivering ger P'(z) = >_,_, *~1/(k — 1)! (giltigt for alla x). Vi ser att P'(z) faktiskt &r P(z),
med annan indicering. Vi har alltsa P'(z) = P(z), sa P(x) = Ce®, for nadgon konstant C' (P(z) 18ser ju
differentialekvationen y” — y = 0).

Men P(0) = 1, sa P(x) = e® (for alla virden pa x). I ett slag har vi beréknat odndligt ménga (en for
varje reellt tal ) odndliga summor! Pa képet fick vi exponentialfunktionens Maclaurinserie.

oo
eI:Z£:1+£+£+...+£+... for alla x

Vi kan alltsa ocksa se resultatet som att vi gjort en omskrivning av exponentialfunktionen som en potens-
serie, vilket kan vara anviandbart i manga sammanhang. Vi kan t.ex. berdkna ett nirmevirde till e = e!
genom att summera (t.ex.) de tio forsta termerna i serien efter vi satt x = 1.

Vi later nu P(z) = Y, _o(—1)F2?*/(2k)! och ser att P'(z) = >, _,(—1)*z?*71/(2k — 1)! och P"(z) =
>y (= 1)E223=1 /(2(k —1))! som &r —P(x), med annan indicering. Detta ger P”(z) = —P(z) och sedan
P(z) = Acosz + Bsinz.

Men P(0) =1 och P’'(0) =0,s84 A=1och B=0,sa P(z) = cosz. Detta dr giltigt nér = har |z| < R,
ddr R dr konvergensradien for P(z).

Kvoten av absolutbeloppet av tva pa varandra foljande termer i P(x) &r |22|(2k +2)~1(2k +1)~! som
har griansvirdet 0, nir k — oo. Detta ger att P(z) har oéndlig konvergensradie. Vi far alltsa

B e (_1)kx2k B 2 4 X ka .
cosx—kZ_OT—l—j—i-ﬂ-i--“—i-(—l) (2]<:)'+.“ for alla z
Derivering av detta ger >, _, (—1)*2?*=1/(2k — 1)! = —sinz, for alla z. Ny indicering ger sedan
X (1)kg2Rtl gl g3 L a2
sineg =y ~— 27 T 2 (D) 4. forall
s kzzo oror 1 s T gyt oralla

Innan vi gar in pa potensserieutveckling av potensfunktioner infér vi for ett reellt tal o och ett heltal
k > 0 beteckningen

a\ ala—=1)-...-(a—k+1) a\ _4

k) k! ’ 0)

som generaliserar binomialkoefficienten (Z) En utrdkning visar att

(1) (2 Je-n=a(, "))

(o)
P(z) = Z (Z) ",
k=0
liksom (1 + )%, loser differentialekvationen (1 + z)y" = ay, y(0) = 0.

och att detta leder till att

Ytterligare en beridkning visar att P(z) har konvergensradien 1 sa att

(1+9:)a:z (Z)ojkl+a:r+ (§>x2+~~+ <g>xk+ nér |z| < 1.
k=0

Detta generaliserar binomialsatsen till andra potenser &n positiva heltal.
For att komma vidare behéver vi en konsekvens av satsen om termvisderivering (och jamforelsekriteriet)
av generell karaktér.
Sats 2.4 (Termvis integration) Om P(z) =Y .-, ax(x — a)® har konvergensradie R, sd dr
st

T —a)
/ x)dr = Zak ) +C

ndr |z —a| < R.



Bevis. Enligt sats en om termvis derivering &r derivatan av hogra ledet P(x).

For att fa pastaendet om giltigheten att stimma maste vi visa att potensserien i hogra ledet, kalla den
tillfalligtvis Q(x), dr (absolut)konvergent nér |z — a| < R, dvs att konvergensradien inte minskar vid
termvis integration.

Vi vet att P(z) &r absolutkonvergent nir |z — a| < R. Eftersom nu

Qz) = Zak(x —a)"*)(k+1) = (z — a) Zak(x —a)*/(k+1).
k=0 k=0

och .
[l =05 < oy o — o
ger jamforelsekriteriet att dven @Q(x) absolutkonvergent nér |z — a| < R. [ |
For den geometriska summan har vi att
! :ixk:1+x+x2+~-~+xk+--~ nér|z| < 1
l—z o~ '

Ersitter vi 2 med —z respektive —z2 har vi ocksa

1 o0
. :Z(—l)ka:}C =l—a+a?+ -+ (-DFzF 4 ... nir|z| < 1,
T3
respektive
1 o0
T+a2 SR =1-a ot + o+ (—DF o nirfa| <1,
k=0

Termvis integration ger nu

oo karl fE2 IB fEk
In(1 =) (-1 =r— — 4 —f 4 (-1 ar |z < 1
n(1 + ) ];)( e Mt s sk ELEE o G P mi R ]
och
o 2k+1 3 5 2k 1
arctanx:Z(—l)k;k+1 =T — %+%++(—1)kx2k :_1 nar |],‘| < 1,

k=0

eftersom likheterna stdmmer nir x = 0.

2.3.2 Utveckling kring andra punkter &n 0

Vi visar hur utvecklingar kring x = 0 kan anvéndas for att bestdmma potensserieutvecklingar kring andra
punkter.

Exempel 2.5 Bestim potensserieutvecklingen av e” kring x = a.

Vi har fran et =14+ ¢/1+2/20 + - +t¥/k! + .- med t = x — a att
e = e%t v =e%+ ez —a)/l+ +e(x—a)? /2 4+ ez —a) /R -

Exempel 2.6 Bestim potensserieutvecklingen av cosx kring r = a.

Vi har fran cost = 1 — t2/2! + t*/4! + .- + (=1)kt?* /(2k)! + - - - och sint = /1! — 3 /3! + °/5! + .- +
(1R HL /(2K + 1) + - - - att
sinz = sin(a+ (z —a)) = cos(a) sin(x — a) + sin(a) cos(x — a) =
= sin(a) + cos(a)(z — a)/1 — sin(a)(z — a)?/2! — cos(a)(z — a)®/3! +
+sin(a)(z — a)*/4! + cos(a)(z — a)® /5! — - -

10



Exempel 2.7 Bestim potensserieutvecklingen av 1/(1 — x) kring x = a # 1.

Vi har den geometriska serien 1/(1 —t) =1+t +t2+4---+t¥ 4+ ... nir [t| < 1. Detta och omskrivningar
ger

1 1 1 1 B

-2z  l-a—(r—a) 1l—-a 1-((z—a)/(1—a))
— 1 + r—a +(x_a)2+...+ﬂ+...
l-a (1-a)® (1—a) (1 —a)ktt ’

Exempel 2.8 Bestim potensserieutvecklingen av Inx kring x = a > 0.

Vihar In(1+¢) =t —t2/2+ -+ (=1)** /b + .- nar t| < 1, s4

Inz = In(a+(zr—a))=lnha+In(l+(x—a)/a)=
— ]na+x_a_(x_a)2+...+(_1)kM+...
2a? ka* ’

nér |(z —a)/a| <1, dvs nér |z — a| < a.

2.4 Exempel pa anvindning av potensserier
Vi ska ge fyra olika exempel pa hur potensserier kan anvéindas. Vi ska

1. berdkna en series summa genom att kéinna igen den som vérde av en potensserie,
2. berdkna gransvirden pa ett vetenskapligt vis, dvs metodiskt,

3. vi ska avgora om en funktion har ett lokalt maximum eller minimum eller ingetdera i en given punkt
och slutligen

4. 16sa en differentialekvation genom att ansétta en potensserie som l16sning.

2.4.1 En series summa

Idén &r hér att man ska kdnna igen en serie som ett virde av en potensserie som man sedan uttrycker
med hjilp av elementéra funktioner. Det sista steget kan fullbordas som i avsnitt 2.3, men det géller att
vélja sin potensserie med omsorg for att klara det.

Exempel 2.9 Avgdr om serien 2210(4]6 +1)7127% konwvergerar eller divergerar. Berdikna dess summa.

Man ser litt med jamforelsekriteriet och den geometriska summan 7 (1/ 2)k att serien konvergerar.
Vi soker summan.

Om vi séitter P(x) = Y o (4k + 1)~ 1z¥, s& dr den aktuella serien P(1/2), men vi far problem att kéinna
igen P(z); den varken deriverar eller integrerar till nagot bekant.

Vi siitter dérfor istillet P(x) = S po (4k+1)"t2* ! men nu #&r den aktuella serien i stillet 21/4P(271/4).
Vi forsoker bestémma P(z) med elementéra funktioner och ser att P(0) = 0 och att P'(z) = > 2 2" =
1/(1 — z%), nér |z| < 1.

Integration ger dérfor

1 1 1 1 1 2
(=) /1—3:4 v /(1—37)(14—3:)(1—1—372) . 4/(1+x+1—x+1+x2) o
1 1+
= Z(ln (m) —+ QarCtaHI) —+ O

Fran P(0) = 0 ser vi att C =0, sa
1 1+2-1/4

> 1
Y gy = 2P = (i () +2avctan2 )
k=0

11



2.4.2 Griansvirdesberikningar

Idén hér dr att skriva om uttryck som ger obestimda uttryck néir x — a som (kvot av) potensserier kring
x = a. Har giller det att kénna till potensserieutvecklingar av de vanliga elementéra funktionerna.

Exempel 2.10 Berdikna grdnsvdrdet av
arctan(z?) — 22
cos(z3) —1

ndr x — 0.

Vi ser att griansvérdet dr av typen 0/0.
Vi har de kiinda utvecklingarna arctant =t —t3/3+t°/5+---, och cost = 1 —t2/2! +* /414 som ger oss

arctan(z?) —2? (2 —2®/3+ 205+ ) —a2®  28/3+a9/54...

cos(z3) —1 (1 —aS/20 4212/l ..y =1 26/20 4 212/41 4 ...
_ -1/34al/54 —1/3 2
124254+ —1/2 3

nir 2 — 0. (Vid den nist sista likheten forkortade vi med z°.)

2.4.3 Lokalt maximum, minimum eller ingetdera?

Antag att vi, f6r en given funktion f(z), lyckat bestdmma ett positivt heltal n sa att
(f(x) = f(a))/(z —a)™ har ett grénsvirde A # 0, néir x — n. Da kommer f(z) — f(a) att ha samma som
eller motsatt teckenviixling med (x — a)™ i a, beroende pa om A &r positivt eller negativt.

Om n dr jaimnt har i sa fall f(z) — f(a) ingen teckenviixling i a, eftersom (x — a)™ inte har det. Detta ger
att f(z) har ett loklat maximum (om A < 0) eller ett loklat minimum (om A > 0) i z = a.

Om n dr udda har under forutsdttningarna ovan f(z) — f(a) en teckenvixling i a eftersom (x — a)™ har
det. Det betyder att f(z) varken har lokalt maximum eller minimum i z = a.

For att undersoka om f(z) har ett lokalt maximum, minimum eller ingetdera i z = a kan man alltsa

1. (med potensserieutveckling) bestdmma ett positivt heltal n sa att (f(z) — f(a))/(z — a)™ har ett
grinsviarde A # 0 nir z — a,

2. av tecknet pa A och pariteten pa n avgora vad som giller.

Exempel 2.11 Avgdr om f(z) = e —1— 22sina? har ett lokalt mazimum, minimum eller ingetdera
ndr x = 0.

Vi har med kénda potensserieutvecklingar

fl2) = f0) _ (4o’ +a®/24. ) —1-a®@®—af/3l+)  (1/2A+1/302%/31+-- 5

" " " 12

niir * — 0 och n = 8. Det betyder att f(z) — f(0) har samma teckenviixling som x® i 0, dvs ingen. Alltsa
har f(z) ett lokalt minimum i = 0.

2.4.4 Potensserier och differentialekvationer

Idén &r att givet en differentialekvation (med begynnelsevérden) soka en 16sning av formen y = 3", apz®
genom inséttning i differentialekvationen. Detta ger sedan villkor pa hur koefficienterna ay ska se ut. Efter
en utredning om detta aterstar det att finna konvergensradien for potensserien for att veta for vilka x

den ir definierad.

Exempel 2.12 Lds differentialekvationen zy” + 2y — 2y = 1, y(0) = 1.

12



Ekvationen dr av andra ordningen men har inte konstanta koefficienter. Vi observerar att ekvationen ger
y'(0) = 1/2. Ansitter 16sningen y = Y, axa®, ska vi dirfor har ag = 1 (fran y(0) = 1) och a; = 1/2 (frén
y'(0) =1/2).
Om vi siitter in potensserien i differentialekvationen far vi som koefficient framfor 2%, nir k > 0, i viinstra
ledet

(k + 1)kak+1 + Q(k‘ + 1)ak+1 — Qp_1-

Enligt hogra ledet ska detta vara 0, sa vi far rekursionsformlen

a _ ar—1 _ ak—1
MU 3k +2 0 (k+ D)(k+2)

som tillsammans med ag = 1 och a; = 1/2 leder till formeln ay = 1/(k + 1)!.

Det betyder att var 16sning ar

()_1+x+ xk n et =1
SE= T g (k+1)! Tz

som har konvergensradie oco.

3 Taylorpolynom och approximation

Idén &r att forsdka approximera en funktion f(z) med ett polynom p,(z) i nirheten av en punkt z = a.
Vi ska forsoka gora detta genom att lata p,(z) ha samma derivator upp till ordning n som f(z) iz = a.
Detta polynom kallas Taylorpolynomet av grad n till f(x) i punkten a. Samtidigt ska vi férsoka halla
reda pa vilket fel som uppstéar nér f(x) ersitts med p, (z).

Eftersom derivatorna ska stdmma upp till ordning n ser vi genast att

1@,y 1@,

2
1 5 a)® +

pu(z) = fla) +

Problemet som kvarstar ér att forsta skillnaden mellan f(z) och p,,(z); hur vél approximerar polynomet
funktionen?

Sats 3.1 Antag att f(x) har kontinuerlig derivata av ordning n+ 1 i en omgivning till a . Nir x ligger
i denna omgivning gdller da att

f(x) = pn(z) +
for nagot tal @ mellan x och a.

Bevis. For att slippa en ovisentlig men komplicerande detalj i beviset ska vi bara genomféra det under-
forutsattning att x > a. Beviset bygger pa upprepad partiell integration. Lat = vara fixt.

fa)-fla) = [ fod-
— - 0r@l+ [ @ ord-
— -l @+ (a0 O+ [ (0200
— -0 @)+ (@ - /DL @) + (o= 0O + [ (-0 ar
Upprepning ger nu
@) =pale) + [ g0 0 e

Enligt forutsittningen éir f(»+1) kontinuerlig mellan a och z och antar dirfor ett storsta virde M och ett
minsta virde m i intervallet mellan a och x, s& att m < f(**+D(t) < M.

13



Om vi multiplicerar med (x — t)™/n!, som dr > 0 nér ¢ ligger mellan a och z, far vi att

m“’”ng(“*wvm“NwSAﬂﬁiﬁf
n! n! n!

Integration fran a till x ger nu

- _ [ @0 (@ - a !
m+n!§L arfTR 0t < M

Division med I = (x — a)"™!/(n + 1)!, som &r positivt, ger nu

L (% (@ —1)" )
< Z ~ 7 _fn t)dt < M.
m_I/a PR UL

Enligt satsen om mellanliggande viirden finns nu ett 6 mellan a och x, sa att mellanledet ar f™+1(6)
och vi far

£ (6)

n+1
(n+1)! '

- (x —a)

/m (1’ —'t)nf(n—i-l)(t) dt = [f(n+1)((9) _

3.1 Uppgifter

1. Berdkna summan av serien
oo

3k 4 4
Z 5k !

k=0

o0
1
2. Visa att ;m ar konvergent nédr p > 1, men divergent nédr 0 < p < 1.

o0
. a . . .
3. Visa att kgﬂm, dér a ar en konstant > 0, &r konvergent.

4. Vilka av foljande serier dr konvergenta?

— 2k —1 o 1 +sin 3k o 3k + k2 — 10*
(a) ,;71& Tl (b) ;7]{\/@ (c) ’; w1 @ 2
5. Vilka av foljande serier dr konvergenta?
>k > Ink = Ink =, (2k)!
a — ¢ — (d —
()kZ:lek ()kz:lk\/E ()};Ok ();(3),

k=2 k=

,_.
~
Il

o

7. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka &r absolutkonvergenta?

@ X5 ) S @ Y @) ket
k=1 k=1 k=0 k=0
8. Bestdm konvergensradien till
2 Bk Y =L (kD3 > gk = (k1?2
@ X5 0LV @Y gt @Y @ % Gt
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

For vilka virden pa x konvergerar potensserien

a) i?ﬁkm% (b) iﬂxk (¢) ik'mk
- P T 1) |

= k=1 k=0
o) [ee) .Ik o0 x2k
Igfk © X O LV G

Utveckla féljande funktioner som potensserie kring z = 0 och ange for vilka z som utvecklingarna
géller.

(€) mv/1+a2 (f) (1_332)111(1_‘”) (g) sin®z.

Berakna summan av serien

For vilka x konvergerar serien?

Bestdm konvergensradien for serien
23 6 g9 12
T T Wt
+3'+6‘+9'+12'+

och visa att den loser differentialekvationen y” + 3’ + y = e*. Beriikna seriens summa (med hjilp
av elementéra funktioner).

Visa att serien

4 48
y=14— I + P+

loser differentialekvationen y” —y = — cost, y(0) = 1, y'(0) = 0. Bestdm seriens summa. For vilka
t ar den konvergent?
Berdkna

> s

EL(k —

=2 k(k—1)

Lat

Bestédm konvergensradien for P(x) och visa att P(x) loser differentialekvationen y” —y' +y = 0.
Uttryck P(z) med hjilp av elementéira funktioner (for z i konvergensintervallet).

Avgér om serien

kZ:o 2k+1 3k

konvergerar. Bestém i sa fall dess summa.
Avgoér om serien
—1)oF
= 2k(2k — 1)9
konvergerar. Bestdm i sa fall dess summa.

Visa att
k+1)

[eS)
k=0

loser differentialekvationen y” — y = 2 cos(z), y(0) = 1, '(0) = 0 och berikna serien

i 2+ 1)k+1
2k)' '

k=0
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Lat

plx) = (1_?: ",

For vilka virden pa z édr p(x) konvergent. Uttryck p(z) med hjilp av elementéra funktioner i det

inre av konvergensintervallet.

Avgor om
1+ arctan(z?)

fla) = 2
har ett lokalt extremvirde eller ej i z = 0.
Bestdm konstanten a sa att gransvéirdet

2
xe’ +atanzx

lim ————
x—0 .’I,‘2 111(1 =+ Z‘)
existerar. Bestdm sedan grinsvérdet.

Bestidm konstanten a sa att gransvéirdet

lim

24 cos(:vz)ef3 +ax® — 24

x—0 J,‘3 hl(l + l‘)
existerar. Bestdm sedan grinsvérdet.

Los differentialekvationen

xy” +2y —xy =1, y(0) =1.

Uttryck 16sningen med elementéra funktioner.

Los differentialekvationen

dry” + 2y +y =0, y(0) = 1.

Uttryck 16sningen med elementéra funktioner.

Avgor om
23 — sin(a?)
1+xcosz

har ett lokalt maximum eller minimum i z = 0.

Avgor om
e®’ cos(\/ia?) -1
1 + sin(3z)

har ett lokalt maximum eller minimum i z = 0.

Bestdm Taylorpolynomet av ordning

a) tre till f(z) = (1 + 2x)~! kring punkten z = 0,
b) nio kring x = 0 till funktionen f(z) = (1 — 23)~1,
c) fyra till cos(2z) kring © = 0,

d) fem till f(z) = x cos(x) kring punkten x = 0,

e) fyra till f(z) = €*/x kring punkten x = 1

f) tre till f(x) = In(z) cos(z) kring punkten = = 2.

NN N N S
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10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

© »®» N @

Svar till uppgifterna

. 15/2.
Alla ar konvergenta.
(a), (b) och (d).
(a) och (c).
(a) Divergerar (b) Konvergerar (c) Konvergerar (d) Absolutkonvergent.
(a) 23 (b)1 (c)27 (d)1 (e)4.
(a) 2] <v3 (b)) —2<x<2 (c)x=0 (d)Allaz (e)-2<z<2 (f)|z/<V5
(a) ,;)(;:;!7 allaz  (b) ;(;::rl)', allaxz  (c) kz_oxz_l, allaz  (d) Z(kf—kl)" alla x
i(_nk—lﬁ <1 (f) -2z +4§: o el <1 li 29” "l a
k=1 2k’ k= 4k* — 2 k=1

1-In(1—-2%)/3, -1<z<1.

Summan &r e®/3 + 2e~%/2 cos(v/32/2)/3, for alla z.
y(t) = (cosht + cost)/2 for alla t.

(1-1n2)/2.

Konvergensradien éir oo och P(z) = €*/2 cos v/3z/2.
V37 /6.

—37larctan(371) — 271 1n(0.9).

2cosh1 — cos1.

In(1 + 222
{11(;2:”)—1+2x2 nir 0 < |z| <1/v2
X

0 nidr z=0.
Lokalt maximum.
a = —1 och grinsvérdet blir 2/3.
a = —24 och gransvérdet blir 12.
y= (e — 1)z !
y = cos(V/x)
Varken lokalt minimum eller maximum
Lokalt maximum

(a) 1 -2z +422 -8 (b) 1+ 23 +25+2° (¢)1-—222+22%/3
(d)z—23/2+25/24 (&) e+e(z—1)2/2 —e(z—1)3/3 + 3e(z — 1)*/8
(f) (n2)? +In2(z — 2) + (1 - In2)(z — 2)?/4 + (2In2 — 3)(z — 2)3/24.
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