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1. Bestäm alla lösningar till differentialekvationeny′ − y = e2x. (6p)

2. Bestäm den lösning till differentialekvationeny′ = x3y (6p)
som uppfyller begynnelsevillkorety(1) = 1.

3. Lös begynnelsevärdesproblemet (6p)
y′′ + y′ − 2y = e4x, y(0) = 1

9 , y′(0) = 4
9 .

4. (a) Beräkna
∫ 0

−1
2x arctanx dx. (4p)

(b) Beräkna
∫ 4

1

1√√
x + 2

dx. (4p)

5. Betrakta funktionenf(x) = (1− cos x3) ln(1 + x3). (6p)

(a) Bestäm Maclaurinpolynomet av grad 9 tillf .

(b) Beräkna derivatornaf (n)(0) för 1 ≤ n ≤ 9.

6. Kalkylen (6p)∫ 1

−1

2
(2x + 1)2

dx =
[
− 1

2x + 1

]1

−1
= −1

3
− 1 = −4

3

är uppenbarligen felaktig, eftersom integranden är positiv. Vad är felet?
Hur borde man ha behandlat integralen och vad blir resultatet?

7. Bevisa att en absolutkonvergent serie är konvergent. (6p)

8. Bevisa entydighetssatsen för Maclaurinutvecklingar: (6p)
Omf(x) = qn(x) + O(xn+1) därqn(x) är ett polynom av gradn så ärqn(x) lika med
maclaurinpolynomet tillf av gradn.

Lycka till! /SJ



Trigonometriska formler

cos2 x + sin2 x = 1

1 + tan2 x =
1

cos2 x

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

sin(x− y) = sin x cos y − cos x sin y

cos(x + y) = cos x cos y − sinx sin y

cos(x− y) = cos x cos y + sinx sin y

tan(x + y) =
tanx + tan y

1− tanx tan y

sin 2x = 2 sin x cos x

cos 2x = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x

2 sinx cos y = sin(x + y) + sin(x− y)

2 sinx sin y = cos(x− y)− cos(x + y)

2 cos x cos y = cos(x− y) + cos(x + y)

En primitiv funktion ∫
1√

x2 + a
dx = ln |x +

√
x2 + a|+ C

Maclaurinutvecklingar

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ . . . +

xn

n!
+

xn+1

(n + 1)!
eξ

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
+ . . . + (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
cos ξ

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
+ . . . + (−1)n x2n

(2n)!
+ (−1)n+1 x2n+2

(2n + 2)!
cos ξ

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
+ . . . + (−1)n−1 x2n−1

2n− 1
+ (−1)n x2n+1

(2n + 1)(1 + ξ2)

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
. . . + (−1)n−1 xn

n
+ (−1)n xn+1

(n + 1)(1 + ξ)n+1

(1 + x)α = 1 + αx +
(

α

2

)
x2 +

(
α

3

)
x3 + . . . +

(
α

n

)
xn +

(
α

n + 1

)
xn+1(1 + ξ)α−n−1

I alla utvecklingarna ärξ ett tal mellan0 ochx.(
α

k

)
=

α(α− 1)(α− 2) . . . (α− k + 1)
k!



Lösningar till Matematisk analys i en variabel för I1, MVE015

2009 08 26 kl. 8.30–12.30.

1. Multiplicera med inegrerande faktor:e−xy′ − e−xy = ex. Detta kan skrivas(e−xy)′ = ex.
Integrera:e−xy = ex + c dvsy = e2x + cex.

2. Separera:
dy

y
= x3dx. Integrera:ln |y| = x4

4
+ c, dvsy = ±ecex4/4 = Cex4/4.

y(1) = 1 gerC = e−1/4 ochy = e(x4−1)/4.

3. Karaktäristisk ekvation:0 = r2 + r − 2 = (r − 1)(r + 2) som ger homogenlösningen
yh = C1e

x + C2e
−2x. Partikulärlösning: Ansättyp = ae4x och sätt in i ekvationen. Det ger

(16 + 4− 2)ae4x = e4x, dvsa = 1/18. Allmän lösning:y = C1e
x + C2e

−2x + e4x/18.
Eftersomy′ = C1e

x − 2C2e
−2x + 2e4x/9 så ger begynnelsevärdena ekvationssystemet{

C1 + C2 = 1/18
C1 − 2C2 = 2/9

som har lösningenC1 = 1/9 ochC2 = −1/18.

Svar:y = (2ex − e−2x + e4x)/18

4a.
∫ 0

−1
2x arctanx dx = [PI] =

[
x2 arctanx

]0

−1
−

∫ 0

−1

x2

1 + x2
dx =

π

4
+

∫ 0

−1

1
1 + x2

− 1 dx =

=
π

4
+

[
arctanx

]0

−1
− 1 =

π

2
− 1

4b. Substitutionent =
√

x + 2 dvsx = (t− 2)2 ochdx = 2(t− 2)dt ger integralen∫ 4

3
2t−1/2(t− 2) dt =

∫ 4

3
2t1/2 − 4t−1/2 dt =

[4
3
t3/2 − 8t1/2

]4

3
= 4

√
3− 16/3.

5. f(x) =
[
1−

(
1− x6

2
+O(x12)

)](
x3 +O(x6)

)
=

x9

2
+O(x12). Detta visar attP9(x) =

x9

2
och

därmed ärf (n)(0) = 0 för n = 1, 2, ..., 8, medan
f (9)(0)

9!
=

x9

2
dvsf (9)(0) = 9!/2(= 181440).

6. Felet är att integranden ej är kontinuerlig i hela intervallet utan har en singularitet förx = −1/2.

Man måste dela upp den i 2 generaliserade integraler:
∫ −1/2

−1

2
(2x + 1)2

dx+
∫ 1

−1/2

2
(2x + 1)2

dx.

Båda dessa integraler är dock divergenta eftersom

lim
x→−1/2−

− 1
2x + 1

= − lim
x→−1/2+

− 1
2x + 1

= ∞


