MATEMATIK js
Chalmers tekniska hogskola

Losningar till tentamensskrivningen
MVE 016, Matematisk analys i en variabel 11, 20091217
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1. a) Berikna / rsinx dx. (4p)

w/4 1 :
b) Beriikna / (1+coso)sine , (4p)
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a) Anvind partiell integration - ta primitiv funktion till sin x och derivera i andra steget x:
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Svar: 1
b) Hir tar vi istéllet variabelsubstitution:
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Svar

2. Bestiam den losning till differentialekvationen y' = xy som uppfyller begynnelsevillko-
ret y(0) = 2. (6p)
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Ekvationen dr separabel, vi skriver d—y = zy. Om y # 0 skiver vi Y — zdx och Isser
z Yy
2

d 1 .
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Slutligen ger begynnelsevillkoret y(0) = 2 att C' = 2.
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Svar: y = 2e
3. Los begynnelsevirdesproblemet
' hy=2,  y(0)=y(0)=0. ()

Vi bestimmer allménna 16sningen v, till motsvarande homogena ekvation y” + y = 0 och
ddrefter hittar vi en 16sning y, till den vi har. Alla 16sningar till den senare kan d skrivas
Yo + Yp-
Karakteristiska ekvationen 7241 = 0 har rotterna r = =i, varmed y;, = C; cos x +Ch sin
Ansitt y, = Az + B, viférdd y, +y, = Az + B, varfor A=1, B=0och y, = .
Allménna 16sningen ér alltsa y = x + C cosx + Cysinx.
Begynneslsevillkoren ger slutligen C; =0, 1+ Cy = 0.

Svar: y =z —sinz.



4. Beriikna den volym som erhalls di omradet i R? som begriinsas av y = 22, y = 0 och
x = 2, roteras kring

a) x-axeln, (4p)
b) y-axeln. (4p)
a) Skivformlen ger: V = f02 m(z?)? dr = f02 rrd dr = 32?77
Svar 321
var: —
5

b) Om vi anvénder cylindriska skal ser det ut s hér:
V= f0227m; cydr = 27rf02:1:3dx = 8

Om vi istillet vill anvédnda skivformeln, far vi integrera i y-led. Integranden blir arean av en
cirkelring med innerradien x och ytterradien 2:

V= f04(7r22 - ch) dy=m f04(4 —y)dy =8 Svar: 87
5. Berikna grinsvirdet

. tIn(1+2%) — (1 —cosx) ‘ (6p)
z—0 (e*® —1)sin*z

Tabellen 6ver Maclaurinutvecklingar siger
In(l+t)=t—5 +0(t*). Medt=a?farviln(l+2?) =22 + O(2").
el =1+t+0(?). Medt=az?farvie” =1+a22+ 0.

Vi uttrycker nu vart brak med hjilp av dessa utvecklingar och Maclaurinutvecklingarna av
sinz och cosx:

In(1+2%) —(1-cosz) 1@?—% +0%)—(1—(1-% + % +0()))

(e —1)sin®z B (I1+ 224+ 0(z*) — 1)(x + O(a?))?
—4 + 51+ 0@ 06 540 5
_ — = ——— da x—0
(22 + O(2%)) (22 + O(z4)) x4+ O(x9) 1+ O(2?) 24
Svar: —2
6. For vilka x ar
o 2n+1xn
n—1
n=2 3
konvergent och vad blir summan for dessa = ? (Sp)

23x2):

Serien kan skrivas (om vi bryter ut =;

82 i<2x>n2 B 812 <2:c>n
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Nu ser vi att vi har en geometrisk serie med kvoten 5 (detta kan forstas ocksa upptickas

genom att man skriver ut nagra av de forsta termerna), da vet vi att den konvergerar om och

2 3
endast om ‘g’ <l e |z|< 5 med summan = Vi multiplicerar slutligen in faktorn
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8x? 3 812

% och far: Svar: Konvergent for |z| < 3 med summan 5 332
— 4T




7. a) Formulera och bevisa Analysens fundamentalsats. (4p)

b) Visa att om serien Z a, ar konvergent, sa giller att lim a, = 0. 2p)
n=1

Se ldroboken, avsnitt 5.5 sats 5 och 9.2 sats 4!

8. Antag att y(z) loser begynnelsevirdesproblemet y' = y? + 2%, y(0) = 0. Vad ir da

i ) 5 (5p)

z—0 (1}3

Vi forsoker approximera 16sningen med sitt Maclaurinpolynom av grad 3:

Y (0)$2+ Yy (0>$3—|—O(l‘4)

y(z) = y(0) +y'(0)x + 5 )

Insittning av = = 0 i ekvationen ger att y'(0) = 0. Derivering ger ¢y’ = 2z + 2yy/, sa
speciellt dr y”(0) = 0. Ytterligare en derivering ger vy = 2 + 2y + 2yy”. Alltsa &r
2 3 3
y"(0) = 2. Taylors formel ger nu att y(z) = % + O0(z*) = % + O(z*). Alltsd &r
yl@) 1 '

ill}r(l)? = g Svar: g



