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1. Ber#kna integralerna
1
2z
——d 4
(a) /0 e (4p)

2
(b) /1 zlna? dx (4p)

(a) Anvind variabelsubstitution:

/1 20 gy = {t = 22, dt = 2w dz, 02 = 0, 12 = 1} /1( L yat
———der={t==x = 2zdx, 0° = =1} = —
0o zt+1 ’ ’ ’ o 241
1
[arctan t} - arctanl —0 =m/4 . Svar: /4

(b) Anviind partiell integration - ta primitiv funktion till 2 och derivera i andra steget In 2%:
2 2
1 2 1,2 1 572 3
/ rlnz? de = {713 lan} - / S22 e =24 —0— [fo] =4In2 - -
1 2 1 1 2 ZE2 2 1 2
Svar: 4In2 — 3/2
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2. Bestim alla losningar till differentialekvationen v/ — —y = —ze .
x
Ange ocksa den 16sning som uppfyller lim y(z) = 0. (6p)
r— 00

Ekvationen &r linjir med den integrerande faktorn el (Fl/w)de — o=Inz /x

Vi multiplicerar bada leden med denna och far

V/jr—y/rP=—-e & (ylr)=-e? & ylr=e*+C & y=xe*+Cx
Villkoret xlgrgo y(z) =0 geratt C = 0.

Svar: y = xe™*

3. Los differentialekvationen y” + 4y’ + 3y = 3e” . (4p)

Vi bestimmer allménna losningen vy, till motsvarande homogena ekvation 3" + 4y’ + 3y = 0 och
ddrefter hittar vi en 16sning ¥, till den vi har. Alla l16sningar till den senare kan da skrivas y, + y,,.
Karakteristiska ekvationen 7> 4+4r+3 = 0 har rétterna r = —1, —3, varmed y;, = C1e~*+Coe 3
Ansitt y, = Ae®, vi far da y, + 4y, + 3y, = 8Ae”, varfor A = 3/8 och y,, = %em.

Allminna 16sningen ér alltsd y = %ez + Cre™ 4+ Che 3%,

Svar: y = 2e” + Cre @ + Coe 37

4. Bestim Mazlclaurinutvecklingen med termer upp till och med ordning 4 for funktionen
f(x) = € cos x. Beriikna sedan derivatorna £ (0) och f™)(0). (6p)

Tabellen over Maclaurinutvecklingar siger:

el =1+t+t2/24+ 0. Medt=2?farvie* =1+ 2% +2%/2+ O(25).

cosx =1— %? + % + O(29).

Vi multiplicerar och far (1 + 2% +2%/2 +O(2%))(1 - % + % +0(2%)) =1+ % + ﬁ—? +O(x9)).
Detta betyder att f*)(0) = 0 och £ (0) = 1.

Svar: f(z) =1+ % + 2 + 0(2%)), f@0)=0, f®0)=1




5.

6.

7.

oo

Berikna Z (;)n . (4p)

n=3

Serien kan skrivas (om vi bryter ut (%)3):
2\3 X, 2\ n—3 N3 XL 2\
GG -G X6)
n= n=0

Nu ser vi att vi har en geometrisk serie med kvoten % (detta kan forstas ocksa upptickas genom att

man skriver ut nagra av de forsta termerna), da vet vi att summan &r

= 3. Vi multiplicerar

1—2
3
slutligen in faktorn (%)% och fér: Svar: §
(a) Latkurvan y = cosz, —m < x < 7, roterar kring linjen y = —1.
Berikna volymen av den kropp som bildas. (6p)
(b) Omradet som begrinsas av kurvan i (a) och linjen y = —1 roterar istillet kring
linjen x = —. Skriv upp (men berikna inte!) en integral som uttrycker volymen
av den uppkomna rotationskroppen. (2p)

(a) Vianvinder skivformlen. Radien av skivan for given z-koordinat ér cos z—(—1) = 1+cos .
Volumen blir V' = ﬁffﬂ(l +cosx)?dr =7 ffﬂ 1+ 2cosx + cos?xdr. Med cos®z =

™
%-F%COSQxfiirviV:WffW%—FZcos:c—FécosQ:cdx:W[%x—FZsinx—Fisian =

—T
W(%W — (—%7‘()) = 372,
Svar: 372

(b) Vi anvénder cylindriska skal. Radien av cylindern &dr nu 7 + x.
SaV =2r [T (7 + x)(1+ cosz) dx.

Svar: 27 [ (7 +2)(1 + cosx) dx

Vid odling av en jastkultur #r tillvéxthastigheten proportionell mot miangden jést. En sddan odling
gors i en behallare fran vilken man tappar ut a kg jist per minut.

(a) Antag att midngden jést fran borjan dr o kg och att proportionalitetskonstanten &r 0,2.
Bestim méingden jédst som funktion av tiden (minuter). (6p)

(b) Gar det att vilja a sa att midngden jast i behallaren halls konstant?
Hur ska man i sa fall vilja? (2p)

(a) Jastméngden y ges av diffekvationen
Y =0,2y —a.

Detta &r en linjér differential ekvation.
Losningen till den homogena ekvationen ¢ = 0, 2y ir y = Ce%?. En partikulir 16sning till
den ursprungliga ekvationen kan hittas med variation av parametrar, men det dr létt att se att
y = ba idr en 16sning. Den allminna 16sningen ir y = Ce%?! + 5a.
Begynnelsevillkoret for ¢ = 0 ger att yg = C' + 5a, sa C = yg — ba.

Svar: y = (yo — 5a)e”? + 5a

(b) Mingden jist i behéllaren halls konstant om yy — 5a = 0, sa a = /5.
Svar: a = yo/5




e¢]
8. (a) Definiera begreppet konvergens for en serie Z an . (2p)

o] n=1
(b) Ar serien Z(—l)" konvergent? Motivera ditt svar. (2p)
n=1 o'}

(c) Forklara varfor man for serier med positiva termer ofta skriver Z an < 00

for att ange konvergens. n=1 (2p)

[e'S) N
(a) En serie Z ay, konvergerar om foljden (sy) av partialsummor sy = Z an har ett grins-
n=1 n=1

virde.

oo
(b) Serien Z(—l)" har fojlden —1,0, —1,0, ... som f6ljd av partialsummor. F6ljden saknar
n=1

gransvarde. Svar: Nej

(c) Foljden av partialsummor sy for en serie med positiva termer &r viaxande. Antingen har den
o0

ett (dndligt) grinsvirde eller sy — 00, da N — oco. Om Z an < 00, sé har foljden ett

n=1
andligt gransvarde och serien konvergerar.




