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1 Integralkalkylens huvudsats

Sats 1.1 (Integralkalylens huvudsats del 1) Antag att f dr kontinuerlig pa intervallet [a, b] och sdtt

g(z) = /If(t)dt7 a<z<bh.
Da galler
e g dr kontinuerlig pd [a,b],
e % g dr deriverbar pa (a,b) och ¢'(z) = f(x) ndir x € (a,b).
Anm
1. g(x) existera eftersom f &r kontinuerlig pa [a, z].
2. g(a) =0 och g(b) = [} f(t)dt = [ f(z)dx.

Bevis Tag ett = € (a,b). Differenskvoten for g i = &r da
1 1 x+h x
Q = pern-g@)=3( [ swa- [ o) -

_ ;L(/;f(t) dt+/tm+hf(t)(;t—/(le(t)dt; _ ;/:Mf(t) dt.

Vi har att ¢'(z) = limy_,0 @ om grinsvirdet exiterar.

Antag nu att h > 0. Funktionen f dr kontinuerlig pa [z, z+h]. Max/minsatsen (Extremal Value Theorem,
S p 278 i 8:e upplagan) ger att f antar ett minsta (m) och ett stérsta (M) viirde pa intervallet [x, x + h].
Det betyder att

o m < f(t) < M, néirt € [z,z + h,

e m = f(t;,) och M = f(tp) for nagra tal t,,,, tar € [z, z + ]

Integration av olikehten m < f(t) < M ger

z+h z+h z+h
/ mdt < / f(f,) dt < M dt



Néar h < 0 géller att x + h < . Med ombytta roller for x och x + h géller enligt ovan att
1 xr
tm)=m< ————— tydt < M = f(ta),
Sty =m< o [ pwde< = s

dér t,, och tp; ligger mellan = + h och z. Etersom f;+h fit)ydt =— f;-i-h f(t) dt giller alltsa

1 x+h
ftm) =m< 5 [ Od(=@) < M = fio) )

nédr h # 0. Nar h — 0, géller att t,,, — = och t); — x, eftersom t,, och t;; ligger mellan z och z+ h. Enligt
forutsiittning dr f kontinuerlig i x, sa f(tn) — f(x) och f(tar) — f(x), ndr b — 0. Instéingningsregeln
ger nu att @ — f(x), nir h — 0. Vi har ddrmed visat att ¢g #r deriverbar i varje € (a,b) och att

g (z) =limp_o Q = f(z). Eftersom en deriverbar funktion &r kontinuerlig géller att g 4r kontinuerlig pa
(a,b).

Om x = a si giller (1) nir h > 0, s& niir h — 07 giller att Q = %ffrh f@)dt — f(a). Av detta foljer
att g(a+h) = hQ + g(a) = 0 f(a) + g(a), nir h — 0T. Detta visar att g dr (hoger)kontinuerlig i a.

Om z = b sé gller (1) nér h < 0, s& nir h — 0~ géiller att Q = + fbb+h f(t)dt — f(b). Av detta foljer att
gb+h)=hQ+g(b) = 0-f(b)+g(b) = g(b), niir h — 0~. Detta visar att g dr (vénster)kontinuerlig i b.C]

Definition 1.1 (Primitiv funktion) Om f dr definierad pa ett intervall, sa dr F en primitiv funktion
till f dir, om F dr kontinuerlig pa intervallet och deriverbar i det inre av intervallet med F'(z) = f(x)
dr.

Enligt sats 1.1 har en kontinuerlig funktion pa [a, b] alltid (minst) en primitv funktion; g(z) &r en primitiv
funktion till f(x).

Sats 1.2 Anatag ait F' och G dr primitiva funktioner till f pd [a,b]. Da finns en konstant C' sa att
F(z) = G(z) + C for alla x € [a,b].

Bevis. Forutsittningarna ger att F'(z) — G(x) dr kontinuerlig pa [a,b] och att (F(z) — G(z)) = f(z) —
f(z) =0, for alla x € [a,b]. En konsekvens av medelvirdessatsen ger nu att F'(z) — G(x) &r konstant (lat
oss kalla den C) pa [a, b], dvs F(z) = G(x) + C dér. O

Sats 1.3 (Integralkalkylens huvudsats del 2) % Om f dr kontinuerlig pa [a,b] och F dr en primitiv
funktion till f dar, sa gdller

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).
Bevis Vi vet att g(z) = [ f(t) dt & en primitiv funktion till f pa [a,b]. Dérfor finns en konstant C' sd
att F(z) = g(x) + C for alla z € [a,b].

Vihar [7 f(t)dt = g(b) = g(b) — g(a) (for g(a) = 0.) Dirfor giller att

b
/f(t)dt = g(b) = g(b) —g(a) = g(b) + C = (9(a) + C) = F(b) — F(a).



