Losningar till MVE016 Matematisk analys i en variabel for I1 17-04-10

1. (a) Division ger

2yy’

1+y?

Ekvationen ér alltsa separabel. Integration av vénstra ledet ger

2y 2
dy = In(1

Efter integration blir det alltsa In(1 + y?) = 22/2 + Oy, dir C; #r godtycklig.
Exponentiering ger 1 + 32 = ev’/2 . C, dir C = €“* &r en godtycklig positiv
konstant. Vi loser ut y och far:

Svar: y = £v/Ce**/2 — 1, déir C 4r en godtycklig positiv konstant.

(b) Den homogena ekvationen har karakteristisk ekvation 0 = r% — 2r + 1 =
(r —1)2, som ger dubbelroten r = 1. Losningsformel ger att 16sningarna till den
homogena ekvationen &r

yp = €e“(Ax+ B),

dér A och B ar godtyckliga konstanter.

Vi soker en partikulirlosning och ansitter y, = ce®”. Vi har Y, = 2ce?® och
yy = 4ce*”, som efter insiittning ger

062.’,8 — 6211:

vilket ger ¢ = 1, s& y, = e?*.

Vi har att y = yn, + yp-
Svar: y(x) = e*(Az + B) + €2, diir A och B #r godtyckliga konstanter.
2. (a) Varibalebytet t = \/z, v = t2, dov = 2t dt ger
2t

1 2
d = ————dt= | ————dt =2 t t+1)=
/\/:E(x+2\/:f+2) x /t(t2+2t+2) /(t—|—1)2+1 arctan(t + 1)
= 2arctan(v/z + 1).

Svar: 2arctan(y/x + 1).



(b) Vi har

> 2 e 2 i 1 1
——dx = ——dx = — do =
/0 2214z 13 /0 (x+3)(x+1) “ /0 (x—|—1 x—|—3) o

T+ 1>
[ln‘x+3‘]0 =Inl—-1In(1/3) =1n3.

Svar: In 3.

(a) Vi har kiinda Maclaurinutvecklingar:

z?2 ot
cos(z) = 1-— 5 + 21 + termer av hogre grad
2
et = 1+t+ 5 + termer av hogre grad
2 /9 x2 .’[4
2 = 14 5 + 3 + termer av hogre grad.

Maclaurinpolynomet P, av grad 4 kan berdknas som summan av termer av grad
hogst 4 i uttrycket

Detta ger

1 1 1 x?
iy = 1+ (k- o=
1(@) 1) 12

Svar: —x/12.

(b) Vi har
3
arctant = t— 3 + termer av hogre grad
z?arctanz® = z* + termer av hogre grad.

Tillsammans med a) ger detta att

cos(:r)egﬁ/2 -1  —2*/12 4 termer av hogre grad  —1/12 + termer med z
x2 arctan z2 n x4 + termer av hogre grad 1+ termer med x

nir x — 0.

Svar: —1/12.



4. (a) Med
(_1)71 . x2n+3
(2n+1)(2n + 3)

n

har vi

an+1
Qn

(2n+1)(2n + 3)
z*- 2n+3)2n+5) 2,

nir n — oo. Kvotkriteriet ger att serien dr (absolut)konvergent nir 2% < 1, dvs
nir —1 < x < 1, och divergent nér |x| > 1.
Nér x = —1 géller
(-1
(2n+1)(2n + 3)

Alltsa ér p(—1) en alternerande serie och eftersom 1/((2n+1)(2n+3)) avtar mot
0 nér n — oo &r serien konvergent enligt kriteriet for alternerande serier.

G,

Néar x = 1 har vi

(="
2n+1)(2n+3)

Qp, =

som ger att p(1) &r alternerande. Samma kriterium ger att #ven p(1) dr konver-
gent.

Svar Potensserien ér konvergent precis for z i intervallet [—1, 1].

(b) Vi har
/ — o (=" 2n42 _ = (=) ot
)= T;)?n—i-l.x —x-;2n+1.$ = g arctan .
och att p(0) =0
Vi far
() = zarctanz dz = {Pl} = 2?41 arctan z — 22 +1 1 dy —
’ ) - R 2 14 g2 =
22+ 1

= 2 -arctanx—g—&—C.
Eftersom p(0) =0 dr C' = 0.

Svar: p(r) = (2% + 1) arctan(z)/2 — x/2.

5. Ekvationen 1 = /22 — 1 har den positiva 16sningen z = /2. Skivformeln ger att
volymen ges av

ﬂ/;(( 22— 12 1% dzx = W/\;(xQZ)dxw{§2x};
- w<9—6—%\/§+2\/§):w<3+¥)=(9+4\/§)-

Svar: (9 + 4v/2)7/3.

T
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6. Vid ¢ h efter stinging dr vitskans hojd i glaset h(t). Om r(¢) dr viitskespegelns radie
vid tiden t géller att r(¢t)/h(t) = 5/5 = 1, sa r(t) = h(t). Vid tiden ¢ &r vétskeytans
area A(t) = mr(t)? = wh(t)?, och viitskans volym &r V() = h(t)mr(t)?/3 = wh(t)3/3.
Detta ger V'(t) = wh(t)?h/(t). Enligt uppgift giller dven att V'(t) = 1 — (1/47)A(t) =
1 — h(t)?/4.

(a)

Viitskan slutar stiga i glaset dd 0 = V'(¢) = 1 — h(t)?/4, dvs nir h = 2.
Svar: 2 cm.

Vi har tva olika uttryck for V/(¢) som ger likheten wh(t)?h’(t) = 1 — h(t)?/4.
Svar h(t) 16ser begynnelsevirdesporblemet 7y%y’ = 1 — y2/4, y(0) = 0.
Ekvationen h(t)?h’(t) = 1 — h(t)?/4 separeras och vi far

h2

I hogra ledet blir det ¢t + C, diar C' &r en godtycklig konstant. I vénstra ledet far
vi

47r/4f2h2dh - 47r/(—1+ﬁ)dh:m/(ﬁ+ﬁ—1)dh:

4W(ln‘§i_z —h).

Detta ger sambandet
24+ h
(|25 —n) =t+C.
m(In|3— +C
Eftersom h(0) = 0 géller att C' = 0 och vi har

47T(ln % —h) =t.

Nir h =1 ger detta att ¢t = 4n(In3 — 1).

Svar: 47(In3 — 1) timmar efter stingning.

7. Enligt formeln for area av rotationsyta &r den sokta arean

V2
2 / F@VIT (@) do.

Vi har f/(z) = 2/v22 — 1 som ger att /1 + (f/)2 = v222 — 1/v2% — 1. Vi ska alltsd
berdkna

V2
A:27T/ \V2x2 — 1dzx.
1

Vi siitter 1/ cost = /2 och har dz = (1/v/2)(sint/ cos? t)dt. Variabelbytet ger

/3 o 2t /3 : 2t
A:\/iw/ sl dt:\/iﬂ/ Lcestdt.

xja COS3t x4 (1—sin®t)2




Vi sétter nu u = sint, som ger
V3/2 u2
SRR C W el
Vi ansétter partialbraksuppdelning

u? B A n B L C L D
(1—uw?2(1+uw?  1-u (1-uw?2 1+u (14+u)?

Handpalidggning ger B = D = 1/4. Vi sitter in u = 0 och u = 2 vilket ger

0 = A+C+1/2
4/9 = A/34+1/36—C +1/4,

som leder till A = C = —1/4. vilket ger

v3/2
Aﬁw/(ulul)du
4 Jiyz \=u (1-uw? 1+u (1+u)?
\/571'

[1 ll—u’ 1 1 }\/5/2 ﬁn{ l—u‘ 2 }\/5/2
= n — = n — =
4 14+ul 1—-u 1+wuli/vz 4 1+ul  1—u? 1/v2

= ‘/%(111]27‘/g ﬁ+1‘+4\/§—2\/§):\/f7r(1n< ! ~(\/§+1)2)+4\/§—2f2):

4 243 V21 2+ 3)2 1
- \/f” (21n<2‘/it/%) +4v3 - 2v2) = @(zﬁ—ﬁﬂn((lm@)(z—\/ﬁ))

Svar: fﬂ : (zf —V24+In((2-V3)(1+ \/é))).

. Kriterium: Antag att f(z) dr en positiv kontinuerlig avtagande funktion definierad
for alla © > 0. Da géller att

dr konvergent precis nar

/ " fw)do

Bevis Lat N vara ett positivt heltal. Dela in intervallet [0, N]i N intervall av ldngd 1.
P4 intervallet [0, N] har funktionen da vinstersumman Zg;ol f(n) och hégersumman

ar konvergent.

2112]:1 f(n). Eftersom f #r avtagande géller

N N N-1
S < [ s@de< Y fw).

n=0

Vi har ocksa, eftersom f ar positiv, att

/0 " ) da < / " fw) do.



Om Sy &r N:te partialsumman till serien géller att foljden {Sn}3° &r vixande ef-
tersom alla termer i serien &r positiva enligt forutsidttning. Enligt satsen om monotona
begrinsade foljder dr darfor foljden av partialsummor konvergent precis nir den &r
uppat begrinsad.

Enligt ovan géller

N N N 0o
Sy =3 f0) = 1O+ > f0) < F0) + [ fde<sO)+ [ fa)da
n=0 n=1 0 0

Om fooo f(z) dx &r konvergent dr didrmed foljden av partialsummor uppéat begrinsad
av detta tal plus f(0) och dérfor konvergent. Enligt definition géller samma sak for
serien.

Om, andra sidan, integralen dr divergent giller att fON f(z)dz — oo, nir N — oc.

Enligt ovan géller darfor att fON f(z)dx < Sy_1 — oo nir N — oo. Alltsa &r partial-
summorna nu inte en uppat begrénsad talféljd och ddrmed divergent. Enligt definition
géller samma sak for serien.



