Komplettering for Analys i en variabel pa I

JAS, ht 18

1 Serier och talféljder

1.1 Talfoljder. Stewart 11.1

En talfoljd (eller foljd, eller sekvens av tal) &r en ofindlig upprikning av reella tal:
a1, A2, A3,..., Ap,y ...

Talfoljden betecknas ofta {a,} eller {a,}52 4, eller ibland rentav bara med a,. Det ér inte nodvindigt
att forsta talet i talféljden har index 1, man kan bérja indiceringen pa vilket (icke-negativt) heltal som
helst. Observera att det inte finns nagot krav pa att talen i upprikningen ska vara olika. Ordningen i
vilken talen kommer i talfoljden dr vésentlig; om man rdknar upp talen i annan ordning blir det en annan
talfoljd. Ett sitt att tdnka pa en talfoljd &r att den vid olika tidpunkter anger en punkts lége pa tallinjen.
Da tédnker man pa indexen (1, 2, 3, ...) som de olika tidpunterna.

Exempelvis ar 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, ... en talfoljd. Ett sétt att ange en talfoljd &ar att, som
ovan, rikna upp de forsta talen och sedan hoppas att ldsaren forstar fortsdttningen. Ett annat dr att ge
en definition av det n:te talet i foljden. Exempelvis kan man ange en f6ljd genom att séiga att a,, ar det
n:te primtalet i storleksordning. Ett annat exempel far man om man sitter a,, = 1/n, ddr n > 0. I detta
fall avses f6ljden 1/1, 1/2, 1/3, .... Hir har man en formel fo6r hur talet med index (plats) n i talféljden
kan berdknas med hjélp av n.

Definition 1.1 FEn talféljd {a,} dr konvergerar mot talet L, om det for varje € > 0, finns ett heltal N
sant att |a, — L| < €, ndrn > N.

Man skriver da a, — L, ndr n — oo, eller lim,_ .~ a, = L.

Ett alternativt sétt att formulera detta &r att talfoljden a,, konvergerar mot L om varje omgivning till
L innehaller alla a,, utom (méjligen) for dndligt manga index n. Detta ér inte det samma som att séiga
att varje omgivning till A innehaller alla tal i f6ljden utom &ndligt manga. Exempelvis innehaller varje
omgivning till 1 alla utom #ndligt manga av talen i foljden 0, 1, 0, 0,1, 0,0, 0,1,0,0,0,0, 1, .... Men
om omgivningen till 1 inte innehaller talet 0 kommer upprdikningen av talen att ge tal (dvs 0) utanfor
omgivningen o#ndligt manga ganger. Om man ténker pa talféljden som en punkts lige pa tallinjen vid
olika tidpunkter, kan lim,,_,~ a, = L formuleras som att varje omgivning (¢) till L innehaller alla punktens
lige efter ett tag (V).

Om en talf6ljd inte konvergerar mot nagot tal &r den divergent.

Exempelvis ér talfsljden 0, 1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1, ... divergent, medan talfsljden {1/n} ir
konvergent med grénsvirdet 0.

En talfsljd a, dr vdrande om varje tal i upprikningen dr storre dn (eller lika med) sin foregangare:
an < apq1 (for varje n). Den dr avtagande om det motsatta forhallandet géller. En {6ljd som antingen &r
vixande eller avtagande kallas monoton.

En talfoljd a,, dr uppat (nedat) begridnsad om det finns ett tal som dr storre (mindre) dn alla talen i
upprikningen (dvs talféljden).

Exempel 1.1 Féljden a, = 1 — 1/n dr vizande och uppdt begrinsad av 1, medan foljden a, = —n dr
avtagande, uppat begrdinsad av 0 men inte nedat begrinsad.

Sats 1.1 (Monotonic Sequence Theorem) Varje uppat begrinsad vizande talfoljd dr konvergent.

P& samma vis dr varje nedat begrinsad avtagande foljd konvergent.



Bevis. Lat a,, beteckna talféljden. Méangden av tal som ingar i den dr uppat begriansad och har déarfor
en minsta ovre begriansning L. (Detta dr en grundldggande egenskap hos de reella talen som pa svenska
brukar kallas supremumaziomet. Det ingar inte i denna kurs.) En omgivning till L innehaller nagot tal
ap, ur talfoljden, eftersom L &r den minsta &vre begrdnsningen. Eftersom foljden &r véxande géller att
an, < ap < a, nér n > ng, sa varje omgivning till L innehaller alla a,, utom for hégst dndligt manga
index n.

1.2 Allmint om serier. Stewart 11.2

Nir {a,} dr en talfoljd kallas uttrycket

Zan:a1+a2+a3+...+an+...

n=1

for en serie. Serien hér borjar med index n = 1, men det &r inte nédvandigt. Nér inga missforstand anses
kunna uppsta skrivs vénstra ledet ovan ofta ) a,, s& att man sjélv far begripa med vilket vérde pa n
man borjar och att n fortsiatter mot co.

Det ar viktigt att forsta att oéindligt manga tal inte alltid kan summeras till nagot vettigt. Talféljden n
ger serien 1424 -+ n+--- som forstas inte kan summeras till nagot vettigt. Inte heller talfsljden 1/n
kan summeras, men det dr svarare att forstd. Diremot kan serien man far av talfsljden 1/n? beriiknas.
Ett berémt resultat dr nadmligen

14+1/2241/32 +---+1/n* 4+ .- = 1%/6.

Men, vad ska egentligen likheten i detta betyda? Vad betyder det att summera oéndligt manga termer?

Till serien Y a, kan man bilda sa kallade partialsummor (eller delsummor). Den n:te partialsumman &r

n
Sn = E a; =a1+azx+az+ -+ anp.
i=1

Hir anvénds en ny bokstav ¢ som index for n har nu en fix betydelse. Den femte partialsumman (n = 5)
till >, 1/n? &r tex. s5 = Z?:1 1/i2=1+4+1/4+1/9+1/16 + 1/25 = 5269,/3600.

Till Talfoljden {ay} har vi bildat serien ) a,, dér talen i talféljden dyker upp som termer. Till serien
har vi i sin tur bildat en ny talfoljd {s,} av partialsummor. Det dr naturligt att vilja definiera seriens
summa som grinsvardet av partialsummorna:

Definition 1.2 En serie ), a, dr konvergent om dess foljd av partialsummor s, Sz, ..., Sy, ... dr kon-
vergent. Annars dr den divergent.

Om serien dr konvergent och grdnsvdrdet av partialsummorna dr s sdger vi alt seriens summa Gr s och
skriver Y, an = s(= limy_o0 5p).

En viktig serie &r den geometriska serien. Lat x vara ett tal # 1. Serien ) ™ har da partialsumman
sp = l+x+2%+ - -+2". Man ser genom multiplikation att (1—2)S,, = 1—2"*1,s4 S,, = (1—2"*1)/(1—-x).
Narx=14ar S, =n—+1.

Av detta ser vi att s, har ett gransvérde (1/(1 — x)) precis nér |z| < 1.

Serien ) ° jx™ #r konvergent med summan

nér |z| < 1 och divergent annars.

Exempel 1.2 Serien Y., _, 1/n? dr konvergent.

Dess partialsummor s,, bildar en viixande f6ljd av tal som dr uppat begrinsad. Vi har ndmligen (se figuren
nedan)

n n 1
sn:1—|—1/22+...+1/n2§1+/ 1/x2da;:1+[—7} -2 =<2
1 zli n



Vi har dérmed sett att seriens summa har mening, men inte lyckats beriikna den. Att summan blir 72 /6
ar vasentligt svarare att visa.

Sats 1.2 (Stewart 11.2 Theorem 6) Om serien ), a, dr konvergent, sa gdller att a, — 0, ndr
n — 00.

Bevis. Om s,, betecknar seriens n:te partialsumman, sa vet vi att foljden {s,} har ett grinsvirde s, nir
n — oo. Foljden {s,_1} har forstas samma griansvérde s. Vi har

Ap = Sp — Sp—1 = s—s =0,
nar n — oo.

Det ér viktigt att forsta att omvindningen till satsen inte géller (i allménhet).

1/n

Exempel 1.3 Serien ), _, el/™ Gr divergent, eftersom e har grdansvdrdet 1 ndr n — oo.

Exempel 1.4 Serien ), _, 1/n dr divergent trots att 1/n — 0, ndr n — oo.

Seriens partialsummor bildar ndmligen en vixande f6ljd som inte dr uppat begriansad:
n+1
sn:1/1+1/2+...+1/n2/ 1/zdx =In(n+1)
1

Hér har vi tolkat s, som en vinstersumma till den avtagande funktionen f(z) = 1/z pa intervallet
[1,n + 1]. Eftersom In(n + 1) — oo, nér n — oo, gor dven s, det.

En serie ), a,, dér alla termer a,, & > 0 kallas for en positiv serie.

En serie dir termerna turas om att vara > 0 och < 0 kallas en alternerande serie. En sadan kan skrivas
Yo (=1)"ay,, dér alla a, dr > 0. For alternerande serier géller

Sats 1.3 (% Alternating Series Test) Om > _,(—1)""'a, dr en alternerande serie dir a, > 0 dr
en foljd som avtar mot 0, sa dr serien konvergent.

Som vanligt dr det inte vésentligt att serien borjar med index 1. Vilket annat heltal som helst skulle
fungera lika bra, men argumentationen i beviset nedan bygger pa att forsta termen i serien ér positiv.
Skulle den inte vara det kan man forst multiplicera serien med —1.

Bevis. Enligt forutsiattningen géller 0 < a,,4+1 < ay, for alla n. Vi har
son = (a1 —az) 4+ 4 (a2n—1 — G2n) = S2n—2 + (A2n-1 — G2n) > S22,
sa partialsummor med jimnt index bildar en vixande f6ljd. Den &r uppat begrinsad eftersom
sop = a1 — (a2 —az) — -+ — (azn—2 — A2p—1) — a2p < a1

Lat s vara grinsvirdet av dessa partialsummor med jémnt index nédr n — oco. Vi har So,11 = Sop +aopt1-
Eftersom a,, — 0 ser vi nu att d&ven de partialsummor med udda index har gransvirdet s, ndr n — oco.
Dérmed &r serien konvergent.

Exempel 1.5 Serien > (—1)"*'/n dr konvergent eftersom den dr alternerande och féljden 1/n avtar
mot 0.



1.3 Positiva serier. Stewart 11.3 — 4.

Det kan kinnas nedslaende att det &r svart att berdkna seriers summor dven om vi vet att de ar konver-
genta. Men det ar tillréckligt intressant att kunna avgéra om en serie konvergerar eller divergerar for att
det ska vara modan véart att systematisera fragan. For en positiv serie dr dess foljd av partialsummor s,
vixande och &r darfor konvergent precis nér den &r uppat begriansad. Detta faktum gor att fragan om
konvergens for positiva serier dr sirskilt enkel att besvara i flera fall. Det réicker att avgora om foljden av
partialsummor dr uppat begriansade eller ej.

1.3.1 Jamforelsekriterier

Sats 1.4 (% Integralkriteriet, The Integral Test) Antag att f(z) dr en avtagande kontinuerlig
funktion som dr positiv (f(x) > 0) pd intervallet [0,00). Sitt f(n) = an. Dd dr [} f(z)dz och Y, _,an
antingen bada konvergenta eller bada divergenta.

Hir ér valet av den nedre grinsen som 1 oviisentligt; det fungerar lika bra med vilket (hel)tal som helst.

f

a, Fig 4. S5 — ap ir mindre f05 f(z)dx.

a, Fig 5. S5 dr storre dn f06 f(x)dz.
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Bevis Eftersom f(n) > 0 giller att alla a,, > 0 vilket ger att foljden av partialsummor {s, } ir vixande.
Serien ar alltsa konvergent precis nér dess partialsummor &dr uppat begrénade, enligt satsen om monotona
foljders konvergens.

Om vi delar in intervallet [0,n] i n lika stora delar sa &r s,, — ag, dér s,, dr n:te partialsumman till serien,
en hogerersumma till f(z) pa [0, n]. Eftersom en hogersumma till en avtagande positiv funktion &r < #n
integralen 6ver intervallet géller

n
snfa():a1+a2+~~+an§/ f(x)dx.
0

Detta ger
sn < ag —|—/ f(z)dx.
0

Den n:te partialsumman s, &r samtidigt en vinstersumma till f(z) pa [0,n + 1]. Eftersom en vénster-
summa till en avtagande positiv funktion ar > intergralen 6ver intervallet géiller

n+1
sn:a0+a1+---+an2/ f(z)dx.
0

Antag nu att integralen konvergerar, sa att fooo f(x)dzx dr ett tal. Da géller att s, < ag + fon fz)dx <
ag + fooo f(z)dx for varje n, dr den vixande foljden av partialsummor uppat begrédnsad och didrmed
konvergent.

Antag nu att integralen divergerar. Da giller att fon f(@)dz — oo, eftersom funktionen &r positiv. Ef-

tersom fOnH f(z)dx < s, giller darfor att s,, — oo, niir n — co. Detta ger att serien dr divergent.

En viktig slutsats &r



Serien
o0
>
npb
n=1

ar divergent nir p < 1 och konvergent nar p > 1

Man jamfor serien med floo(l /xP) dz, som &r konvergent precis nir p > 1.

Sats 1.5 (Jamforelsekriteriet, The Compariason Test) Antag att)  a, och ), b, dr positiva se-
rier med a, < by, for alla n.
e Om ) ay, dr divergent sa dr ), by, divergent.

e Om ) b, dr konvergent sd dr ), a, konvergent.

Bevis. Lat s, och t,, beteckna foljderna av partialsummor till ) a,, respektive ) b,. Bada dessa foljder
ar viaxande eftersom alla termer &r positiva och darfér konvergenta precis néir de dr uppat begrinsade.
Forutsattningarna ger s, < t, for alla n.

Om forsta serien dr divergent &r s, inte uppat begrinsad och da kan heller inte ¢, vara det, eftersom
sp <t for alla n. Alltsa ar dven andra serien divergent.

Om andra serien dr konvergent &r f6ljden ¢,, uppat begrinsad och ddrmed &r dven s,, det, eftersom s,, < ¢,
for alla n. Detta ger att forsta serien &r konvergent. |
Exempel 1.6 Serien Y. cos*(n)/n? dr konvergent.

Vi jamfor med Y, 1/n? som vi vet dr konvergent och utnyttjar att cos®(n)/n? < 1/n?.

Sats 1.6 (% Jamforelsekriteriet pa grinsvirdesform, The Limit Compariason Test) Antag att
> an och Y by dr positiva serier. Om

a
lim — =¢>0,

n—oo n
sa gdller att Y, a, och . b, bada konvergerar eller bada divergerar.

Bevis. Eftersom ¢ > 0, finns tal m och M, sa att 0 < m < ¢ < M. Eftersom c #r griansvirdet av ay, /by,
nir n — oo, finns det ett N, sa att det nir n > N géller att

a
m< — < M,
bn

vilket efter multiplikation med b,, > 0 ger

mb, < a, < Mb,.

Om > b, konvergerar gor édven »  Mb,, det. Eftersom 0 < a,, < Mb,, nir n > N, ger jimforelsekriteriet
att &ven > a, konvergerar.

Om > b, divergerar gor dven Y mb, det. Eftersom 0 < mb,, < a,, nir n > N, ger jaimforelsekriteriet
att dven Y a, divergerar. [ |

Exempel 1.7 Vi vill avgéra om ., 1/(n* — 50n/3) dr konvergent eller divergent.

Serien dr inte positiv eftersom termerna &r negativa i borjan, men nér n blir stort (n > 50/3) &r de det.
Det gor att vi kan anvinda satsen. Vi jamfér med >, 1/ n?, som vi vet ar konvergent. Vi har

1/(n* — 50n/3) n?

= —
1/n? n? —50n/3

L,

nir n — oo. Eftersom 1 > 0 och Y 1/n? #r konvergent, dr dérfor dven > 1/(n? — 50n/3) konvergent
enligt jamforeslsekriteriet pa grinsvirdesform.

Med jamforelsekriteriet skulle vi kunna resonerat att 50n/3 < n?/2 nir n ér stort (n > 100/3). Detta ger
1/(n? = 50n/3) < 1/(n? —n?/2) = 2/n?. Eftersom 2 1/n? &r konvergent &r dven > 1/(n? — 50n/3)
konvergent enligt jaimforeslsekriteriet.



1.4 Allminna serier. Stewart 11.5 — 6

En serie ) an, dir inget sérskilt antas om tecknet pa a,, ar absolutkonvergent om (den positiva) serien
> lan| ér konvergent.

Sats 1.7 (%) Om >, a, dr absolutkonvergent, sa dr den ocksd konvergent.

Bevis. Tricket dr att skriva serien som en skillnad av tva konvergenta positiva serier. Vi har a, =

lan| — (Jan| — an). De tva serierna
S fanls S (an] - an):

n n

dr bada positiva. Den forsta ér konvergent enligt antagandet. For den andra har vi 0 < |a,| — a,, < 2]a,],
sa jamforelsekriteriet ger att &ven denna dr konvergent. Av detta foljer att

Zan = Z |lan| — Z(‘an‘ —ap).

ar konvergent.

Exempel 1.8 Serien Y., _, cos(n)/n?, som varken dr alternerande eller positiv, dr konvergent eftersom
den dr absolutkonvergent.

En serie som dr konvergent, men inte absolutkonvergent, séigs vara betingat konvergent. Ett exempel pa
en sadan dr den alternerande serien ) _,(—1)"/n.

Sats 1.8 (% Kvotkriteriet, The Ratio Test) Lat ) a, vara en serie, sadan att |ani1/ay| har ett
gransvdrde L, ndir n — oco. Om L < 1 dr serien absolutkonvergent. Om L > 1 dr den divergent. Ingen
slutsats kan dras om L = 1.

Bevis. Vi ska jamféra serien ) |a,| med en geometrisk serie. Antag forst att |ani1/a,| = L < 1.
Vilj ett tal » mellan L och 1: L < r < 1. For stora viarden pa n, lat oss siga n > N, kommer da
|ant1/an| att vara < r. Detta ger att |ant1| < |an|r, ndr n > N. Vi far |ayyi1| < |an|r och sedan
lansal < lans1]r < |ay]r?. Upprepning gor

‘aN+k| < |CLN|7”k, k>0.

Vi har
D lanl = lanirl = lan| + lan1] + lan o] + -
n=N k=0

Eftersom r < 1 dr Y, _, lan|r® = |an| Y4, 7" konvergent. Jamforelsekriteriet ger nu att >, _\ |an| ir
konvergent och darfor &r ), a, absolutkonvergent.

Nar |apt1/an| — L > 1 géller att |ant1| > |an|, nér n &r stort. Alltsa kan a,, inte ga mot 0, nér n — oo,
sa serien ) a, ér divergent.

Exempel 1.9 Avgor for vilka a som ), _, a"/n dr konvergent.

Med |ay| = |a|™/n har vi ap41/an = |a|n/(n+1) som har griansviardet L = |a|, ndr n — oco. Serien &r alltsa
(absolut)konvergent nér |a| < 1 och divergent niir |a|] > 1. Nér a = 1 &r serien divergent (harmoniska
serien) och nér a = —1 dr den konvergent (enligt kriteriet for alternaterande serier).

Exemplet illustrerar att ingen slutsats kan dras nér (|a| =)L = 1.

2 Potensserier

2.1 Allmint om potensserier. Stewart 11.8

En serie av formen ) _ a,(x —a)", dir x &r en variabel och a ett tal, kallas en potensserie (kring
a). Talen a,, (som antas kénda) kallas seriens koefficienter. I potensserier #r det viktigt att man startar
indiceringen sa att inga negativa potenser av x férekommer.



Det forsta problemet som dyker upp &r att forsoka bestamma for vilka x som serien kan summeras till
ett tal: for vilka virden pa x konvergerar serien?

Man kan tdnka pa potensserier som en generalisering av polynom. Seriens partialsummor &r polynom
med variabeln x. Generaliseringen bestar naturligtvis i att vi nu tillater oss att ta med oéndligt manga
termer. Nackdelen blir da forstas att vi inte kan vara séikra pa att serien summerar till ett tal for givet x.

Vi har flera ganger rakat ut for att de elementéra funktionerna inte racker till for att genomfora kalkyler.
Ur denna synvinkel kan vi tacksamt ta emot potensserier som ett nytt (och stort) tillskott av funktioner
med definitionsméngd de x for vilka de konvergerar.

Sats 2.1 (% Stewart appendix F) Antag att ), anz™ konvergerar nir x = xo # 0. Dad dr serien
(absolut)konvergent nir |x| < |zo|. Om serien divergerar nir x = x1 gdller att den divergerar ndr |x| >
|71].

Om vi ersétter x med = — a i serien ser vi att om ) a,(z —a)™ konvergerar fér x = x¢, konvergerar den
(absolut) nér |z — a| < |zo — al.

Bevis. Idén &r att jamfora ), |a,2™| med en geometrisk serie.

Eftersom Zn anxf forutsétts konvergent géller att lim,, o anxf = 0. Det betyder att talféljden a,zf &r
begrénsad. Lat oss siga att |a,zf| < M, for alla n.

Antag att |z| < |xg| och sédtt (Jxg| > 0) r = |z|/|zo| < 1. Vihar da att |a,z™| = |ana]|r™ < Mr™. Eftersom
0 <7 < 1 konvergerar den geometriska serien M ) r™ och ddrmed, enligt jamforelsekriteriet, d&ven den
(positiva) serien med mindre termer ) |anz™|. Alltsa &r ) anz™ absolutkonvergent nér |z| < |zg].

Om potensserien skulle konvergera for nagot « med |z| > |x1|, skulle serien konvergera for nér z = x4
enligt vad som just vistas. Detta strider mot forutséittningen. Alltsa &r potensserien divergent for varje
med |z| > |x1].

Av satsen foljer det att ett av foljande dmsesidigt uteslutande fall kan intréiffa for en potensserie
dopan(z—a)™
1. Serien ar absolutkonvergent for alla x,

2. det finns ett tal R > 0, s att serien &r absolutkonvergent for alla x sadana att |z — a] < R och
divergent for alla  med |z —a| > R

3. serien konvergerar bara néir x = a.

Talet R kallas seriens konvergensradie och det &r brukligt att sétta R = oo i fall 1) och R = 01i fall 2).

Om vi ténker pa en potensserie ) a,(z—a)™ som en funktion, dr den alltsa definierad for alla = sadan att
|z —a| < R, dér R &r seriens konvergensradie. Den &dr definitivt inte definierad nér |z — a| > R. Méngden
(som bestéims av) |z — a| < R &r ett symmetriskt intervall runt a dér #indpunkterna a + R inte ingar.
Betriffande dndpunkterna s& kan ingen av dem, en men inte den andra, eller bada inga i potensseriens
definitionsméngd. De x for vilka serien konvergerar kallas seriens konvergensintervall.

For att bestdmma en series konvergensradie kan man ofta anvénda kvotkriteriet for positiva serier.
Sats 2.2 Om |ayt1/an| — L, nirn — oo, sa har potensserien’y ., an(x—a)™ konvergensradien R = 1/L.

Hér ska 1/L tolkas som R = co nér L = 0 och som R = 0, néir L = oo.

Bevis. Vi har, enligt forutsittningen, att |a,41(x—a)" ™ /(a,(z—a)™)| = |an+1/an||z—al har gréansvirdet
Lz — al.

Enligt kvotkriteriet har man absolutkonvergens nér L|z — a| < 1, men inte nér L|z — a| > 1.

Detta ger att konvergensradien &r R = 1/L.

Exempel 2.1 For vilka x konvergerar potensserien



Vi har hiir att |a,y1/a,] = (14 1/n)(n? — 1)/(n? + 2n), som har grinsviirdet L = 1, niir n — oo.
Konvergensradien &r R = 1/L = 1/1. Serien konvergerar alltsa (absolut) nér |x — 2| < 1.

Nér z = 1 far vi den alternerande serien > _,(—1)"n/(1 — n?) med termer som avtar mot 0 och dérfor
ar konvergent.

Nérz =3 farvi — >, _,n/(n?—1). Eftersom n/(n?—1) > n/n? = 1/n och serien >, _, 1/n &r divergent
ar potensserien divergent néir x = 3.

Potensserien konvergerar alltsa nér x ligger i intervallet [1, 3).

Det vara pa sin plats att papeka att man inte behdver anvinda sats 2.2 for att bestimma konvergens-

radien. Om man i stéllet i exemplet anvénder kvotkriteriet for vanliga serier far man kvoten

(n+1)(x—2)"tt 1 —n?
1—(n+1)2 n(x —2)»

som har grinsvirdet |« — 2|, niir n — oco. Det betyder att serien konvergerar nér |« —2| < 1 och divergerar
nér detta uttryck dr > 1. Det ger konvergensradien 1.

Exempel 2.2 Bestim konvergensradien till
P(z) =Y 4"(z —a)*".
n=0

Observera att i detta exempel dr bara var tredje koefficient # 0, sa kvoten av koefficienter |a,y1/an]
saknar grinsvirde (dr inte ens alltid definierad). Vi anviinder det vanliga kvotkriteriet och far kvoten

4n+1 (x o a)S(nJrl)

4”($ _ a)3n

Y

som har grinsviirdet 4|z — a|® nér n — oo. Enligt kvotkriteriet har vi konvergens nér 4|z — al® < 1, dvs
néir |(z —a)| < 47/3 och divergens niir 4|z —al® > 1. Potensseriens konvergensradien ér alltsa R = 4~1/3,

Alternativt skulle vi kunna konstatera att serien &r en geometrisk serie om vi sitter » = 4(x — a)?. Det
ger att serien dr konvergent precis nir |z — a| < 4713 och dessutom att det da géller att

1 1

Plw) = 1—r 1—4(x —a)®

Exempel 2.3 Bestim konvergensradien till P(x) =) _,anx™, ddr

4n ndr n dr jaimnt
an = _ . ..
" 4="  ndr n dr udda

Aven hir saknar a, /an gransvirde. Vi 1oser problemet genom att skriva P(z) som en summa av tva
potensserier.
P(I) _ Z42nx2n + 2472n71x2n+1
n n

Hér har pi(z) = Y, 4*"2®" konvergensradien 1/4, medan po(z) = >, 472" 122" ! har konvergensradien
4. Det betyder att P(x) konvergerar nér |z| < 1/4.

Nir 4 > |x| > 1/4 divergerar pi(x), medan py(z) konvergerar. Alltsa kan inte P(z) konvergera (fér da
hade p1(z) = P(z) — p2(z) konvergerat) nér 4 > |z| > 1/4.

Potensserien P(z) har alltsa konvergensradien 1/4.

2.2 Derivering av potensserier. Stewart 11.9

Som tidigare ndmnts kan vi tdnka pa potensserier som ett tillskott till vart forrad av funktioner. Det
blir darfor naturligt att fraga om sadana funktioner &r deriverbara och om vi kan bestdmma primitiva
funktioner till dem.

Det visar sig att potensserier gar utmirkt att derivera (inuti sina konvergensintervall). I sjdlva verket
gar de att derivera hur manga ganger som helst! For att forsta detta kan man anvidnda foljande sats
upprepade ganger.



Sats 2.3 (Termvis derivering) Antag att P(x) =), _,ana™ har konvergensradie R > 0. Da dr P(x)
deriverbar ndr |x| < R och
oo
"(z) = Z napz" !

n=1

Satsen innehaller (bland annat) pastendet att hogra ledet i likheten ovan konvergerar nir |z| < R.
Den “termvisa derivatan” har alltsa en konvergensradie som &r minst lika stor som den ursprungliga
potensserien. Om vi kombinarar sats 2.3 med sats 2.4 som vi ska visa senare ser vi att P’'(z) och P(z) i
sjélva verket har samma konvergensradie.

Vi accepterar satsen utan bevis.

Genom att ersitta  med x — a ser vi att vi ocksa kan derivera P(z —a) = >, a,(z — a)” termvis.
Derivatan blir Y, na,(z —a)" "%

2.3 Nagra ”vilkinda” serier. Stewart 11.10

Framstdllningen hdr avviker fran den i Stewart. Vi utnyttjar hdr att vi kan l0sa andra ordningens linjdra
differentialekvationer med konstanta koefficienter (Stewart 17.1 — 2).

De mest fantastiska samband kommer nu att uppenbara sig! Vi kommer t.ex. att kunna rékna ut In(3/2)
med god approximation bara genom att addera, multiplicera och dividera. Lika sa kommer vi att kunna
berdkna sin(1) utan att méta pa en enhetscirkel.

I detta avsnitt kommer vi flera ganger att anviinda symbolen n!, (dir n dr ett naturligt tal,) som betyder
produkten av alla heltal 1,2,...n, dvs n! =1-2-...-n. Man brukar ocksa sétta 0! = 1 av praktiska skal.
Symbolen n! utldser "n-fakultet”.

Vi borjar med potensserien P(xz) =Y _,x"™/n!. Kvotkriteriet ger konvergensradien R = co. Potensserien
dr alltsa (absolut)konvergent for alla x.

Termvis derivering ger P'(z) = > _, 2" '/(n —1)! (giltigt for alla ) som faktiskt &r P(z), med annan
indicering. Vi har alltsa P’(x) = P(z), s& P(x) = Ce®, f6r nagon konstant C.

Men P(0) = 1, s& P(z) = e® (for alla virden pa z). I ett slag har vi beridknat oéndligt manga (en for
varje reellt tal ) odndliga summor!

oo xn
g — =¢" , for alla x
n!

Vi later P(z) = Y., _o(=1)"z®"/(2n)! och ser att P'(z) = >, _,(=1)"2*""1/(2n — 1)! och P"(z) =
S (=D)m22=D /(2(n — 1))! som dr —P(z), med annan indicering. Detta ger P”(z) = —P(x) och
sedan P(x) = Acosz + Bsinz.

Men P(0) =1 och P'(0) =0,sa4a A =1 och B =0, sa P(x) = cosz. Detta dr giltigt for x med |z| < R,
ddr R &r konvergensradien for P(x).

Kvoten av absolutbeloppet av tva pa varandra foljande termer i P(x) ar |z2|(2n + 2)~1(2n + 1)~! som
har griansvirdet 0, nir n — co. Detta ger att P(z) har odindlig konvergensradie. Vi far alltsa

0 n p2n
Z =cosz , for alla x
n=0
Derivering av detta ger >, _,(—1)"2?""1/(2n — 1)! = —sinx, for alla z. Ny indicering ger sedan
oo n 2n+1
Z =sinx , for alla x
= 2n +1

For att komma vidare behéver vi en konsekvens av sats 3.3 av generell karaktér.



Sats 2.4 (Termvis integration) Om P(x) =) _,an(x —a)" har konvergensradie R, sa dr

/P(ac) dr = i ani(x —a +C

o n+1
ndr |z —a| < R.

Bevis. Enligt satsen om termvis derivering ér derivatan av hogra ledet P(x).

For att fa pastaendet om giltigheten att stdmma, maste vi visa att serien i hogra ledet &r (abso-
lut)konvergent niir |« — a| < R, dvs att konvergensradien inte minskar vid termvis integration.

Vi har att P(x) dr absolutkonvergent nér |z — a| < R. Sétt

Qz) = Zan(x —a)"™/(n+1) = (z—a) Zan(fv —a)"/(n+1).
n=0 n=0

Eftersom @l "
anllz —a
nnT < lan|lz —al”
dr #ven @Q(x) absolutkonvergent nir |z — a| < R. |

Vihar Y, _,2" =1/(1 — ), nér |z <1, s vi har ocksa >, _(—2)" = >, _o(=1)"2a™ = 1/(1 + z) och
Sno(=1)"2* =1/(1+ 2?), nir 2] < 1.

Termvis integration ger nu det mesta av

> mn-&-l
> (-nr 5 =In(l+az),nir —1<z<1
n
n=0
och
s x2n+l
Z(—l)"2 1= arctan z, nir |z| < 1,
n
n=0

eftersom likheterna stdmmer nir = 0. Konvergensintervallet for den forsta serien &r (—1, 1] och for den
andra [—1, 1], vilket vi ser med kriteriet fér alternerade serier och att den harmoniska serien dr divergent.
Béada leden i de tva likheterna har samma derivator pa det inre av definitionsméngden (konvergensin-
tervallet), &dr kontinuerliga och stimmer 6verens nér = 0. Av det foljer att de bada leden i respektive
likhet &r samma for de = som anges.

Speciellt ser vi fran den foérsta likheten, genom att sdtta x = 1, att vi lyckats berikna summan av
> ey (1) /n il In 2.

3 Taylorpolynom och approximation. Stewart 11.10

Vi vet sen tidigare att det polynom p(z) av grad 1 som "bést” approximerar funktionen f(z) i punkten
a ges av p(x) = f(a) + f'(a)(z — a). Grafen till p(z) &r tangenten till grafen av f(z) i punkten (a, f(a)).
Idén &r nu att forsoka approximera en funktion f(z) #nnu béttre med ett polynom p,(x), av grad n, i
nirheten av en punkt z = a. Vi ska forsoka gora detta genom att lata p,(z) ha samma derivator upp

till och med ordning n som f(x) i 2 = a. Detta polynom kallas Taylorpolynomet av grad n till f(x) i
punkten a. Senare ska vi reda ut vilket fel som uppstar nér f(x) ersétts med p, ().

Eftersom derivatorna ska stdmma upp till och med ordning n ser vi genast att

fP(a)

30 (x—a)3+-~-+f

pula) = fl@) + Lo oy 1 LD ooy

Deriverar vi ndmligen detta polynom k£ < n ganger kommer alla termer av grad < k att forsvinna, medan
termer av grad > k fortsatt kommer att ha minst en faktor (x — a). Sétter vi sedan z = a ser vi att
derivatan av p,(z) i @ av ordning k helt bestims av termen f*)(a)(z — a)¥/k!, som efter k deriveringar

bara blir f*)(a). Det betyder att ) (a) = f*)(a), for alla k sana att 0 < k < n.
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Definition 3.1 Om f(x) dr n ganger deriveribar i a kallas polynomet

f'(a "(a f(3) a
pale) = fla) + 2 o @

for f:s Taylorpolynom av ordning n i (kring) punkten a. Nir a = 0 talar man i stdllet om funktionens
Maclaurinpolynom.

f"(a)

n!

(r—a)+ (x —a)® + (x—a) 4+ (x —

Exempel 3.1 Bestim Taylorpolynomet ps(x) av ordning 3 till f(x) = tanz kring a = /4.

Berdkningar ger

n | f™ (@) | £ | £0(0)/n!
0 | tanw 1 1
1| 1+tan?2 2 2
2 | 2tanz(1 + tan? x) 4 2
3 | 2(1+tan®z) + 6tan? z(1 + tan® z) 16 8/3

Av detta foljer att p3(z) =1+ 2(x — 7/4) + 2(x — 7/4)% + 11(x — 7 /4)3/3.

Antag nu att f(z) = > an(x — a)™ &r en potensserie kring a. Upprepad anvédning av termvis derivering
ger, liksom ovan, att derivatan av ordning k till f(x) i a bestims av termen ay(z —a)*, och blir f*)(a) =
k! ay. Det betyder att f*)(a)/k! = ay, for alla k. I klartext innebér det att vi far Taylorpolynomet
av ordning n till f(z) i a genom att i serien bara ta med termer av grad < n.

Exempel 3.2 Bestim Maclaurinpolynomet ps(x) av ordning 5 till arctan z.

Fran tidigare avsnitt har vi att arctanz = Y _,(—=1)"2?""!/(2n + 1). Detta ger direkt att ps(z) =
x — 2%/3 + 2° /5. Maclaurinpolynomet av ordning 6 #r hir samma som det av ordning 5 eftersom term
av ordning 6 saknas i serien.

Exempel 3.3 Bestim Maclaurinpolynomet av ordning 7 till cos x arctan x.

Vi kénner till omskrivningar av cosz och arctan x. Genom att ta produkt av dessa har vi (via multipli-
kation som vid polynom)

coszarctanz = (1—a22/242%/24 —2%/720+ - V(x —23/3+2%/5 -2 /T+---) =
= - (1/2+1/3)2% + (1/54+1/6 +1/24)2° — (1/7+1/10 4+ 1/72 +1/720)z" + - - - =
x — 523 /6 + 492° /120 — 130127 /5040 + - - -
Vilket ger att pr(z) = x — 52%/6 + 492° /120 — 130127 /5040.

Exempel 3.4 Bestim Maclaurinpolynomet av ordning 5 till sin® z.

Vi kan gora som i tidigare exemplet och multiplicera tva omskrivningar av sinz som potenserie, men
ocksa anviinda att sin® 2 = (1 — cos 2x)/2. Vi vet att cost = 1 —12/2 +14/24 —5/720 + - - - . Substitution
med ¢t = 2z ger nu

sinfz = (1/2)(1 —1+22% —22%/3 + 42°%/45 — - )

vilket ger att ps(z) = 22 — z%/3.

Vara omskrivningar av vissa funktioner som potensserier med variabeln x kan ocksa utnyttjas for att
bestdmma Taylorpolynom kring andra punkter &n 0 (som ger Maclaurinpolynom).

Exempel 3.5 Bestim Taylorpolynomet av ordning 4 kring a =2 till f(z) = 1/(1 + z).

Vivetatt 1/(1+2)=1—x+2%—2%+2*—---, men vill ha en potensserier diir potenserna &r av (z — 2)
och forsoker fa till det med en omskrivning. Vi har
1 111
1+ 3+ (x—2) 3 14232
Vi substituerar t = (x — 2)/3 i omskrivningen 1/(1+¢) =1—t+¢* — 3 +t* — - och far
1 _ }(1_(x72)+(z72)2_(172)3+(x72)4_'“>
1+ 3 3 9 27 81

Detta ger py(z) = 1/3— (2 —2)/9+ (2 —2)%/27— (2 —2)3 /81 + (x — 2)* /243 &r det sokta Taylorpolynomet.
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Exempel 3.6 Bestim Taylorpolynomet av ordning 4 till f(x) = cosx kring a = 7 /4.

Det &r ingen storre stvarighet att direkt anvinda definitionen av Taylorploynomet hér. Berdkningar ger

(1/V2 = v2/2)

n | fm f™ (/) | f(r/4)/n!
0 | cosx V2/2 V2/2
1| —sinz —V/2/2 —/2/2
2 | —cosx —\/?/2 —/2/4
3 | sinz V2/2 \/5/12
4 | coszx ﬁ/Q \@/48

Detta ger

pa(x) =V2/2 = V2(x — 7/4) )2 — V2(x — 7/4)? /4 4+ V2(x — 1/4)> /12 + V2(x — 7/4)*/48.

Vi kan ocksa anvinda de kdnda omskrivningarna av cost och sint tillsammans med additonsformeln for
cosinus. Strategin &r att skriva om cosx sa att vi far variablen (z — w/4) istéllet for .

cosz = cos((z—m/4)+m/4) = cos(x —m/4)cosm/4 —sin(x — m/4)sinT/4 =
(\/5/2)(1—(:1?—7r/4)2/2+(x—w/4)4/24_...)_

- (\@/2)(($*7r/4)f(:cf7r/4)3/6+(x—7r/4)5/1207...):

(V2/2) = V2(z — 7 /4) /2 = V2(x — 7/4)? 4 + V2(x — 7/4)3 )12 + V2(x — 7/4) /48 — - -

Problemet som kvarstar dr att forsta skillnaden mellan f(z) och p,(x); hur vil approximerar polynomet
funktionen?

Sats 3.1 (Taylors sats) Antag att f(x) har kontinuerlig derivata av ordning n+ 1 i en omgivning till
a . Nir x ligger © denna omgivning gdller da att

f(n+1)(9)

f(x) =pn(x) + ICET

for nagot tal @ mellan x och a.

Bevis. For att slippa en ovisentlig men komplicerande detalj i beviset ska vi bara genomfora det under-
forutséittning att x > a. Beviset bygger pa upprepad partiell integration. Lat « vara fixt.

f@)-f@) = [ roa-
— Fe-0f @+ [ @-ored-
— - @ + - 0200k + [ (@020 -
= - @+ (@ = (@) + (e = 0O+ [ (02300 @

Upprepning ger nu
x _ t n
@) =)+ [ e an

Enligt forutsittningen ar f*+1) kontinuerlig mellan a och z och antar dérfor ett storsta viirde M och ett
minsta virde m i intervallet mellan a och x, sa att m < f(”+1)(t) <M.

Om vi multiplicerar med (x — t)™/n!, som dr > 0 nir ¢ ligger mellan a och z, far vi att

(o (=t

n! - n n!

't)nf(n—i-l)(t) <M

Integration fran a till = ger nu

=™ _ [T @=0" iy @—ayt
WLm+U!§L oS de < MEEE
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Division med I = (x — a)"*1/(n + 1)!, som &r positivt, ger nu

1 [ (x—1t)"
<< | =L @) dt < M.
meg [ @<
Enligt satsen om mellanliggande viirden finns nu ett 6 mellan a och x, sa att mellanledet ar f(+1(6)
och vi far
f(n+1)(9)

(nJr 1)! a)n-‘rl-

(x —

[ e e @ = 1500

n!

Sats 3.2 (Taylor’s Inequality. Stewart 11.10) Antag att forutsittningarna i Taylors sats dr uppfyll-
da. Om da, for nan konstant M,
[F )] < M,

for alla t mellan x och a, sa dr

|f(x) = pn(z)| < m|$ —a|"".

Bevis. Fran Taylors sats har vi |f(z) — p,(2)| = [f"tD(0)(z — a)*T!/(n + 1)!], for nagot tal # mellan =
och a. Enligt forutsittning giller dirfor |1 (0)] < M, vilket nu ger olikheten i satsen.

Exempel 3.7 Bestim ett ndrmevdrde till sin 1, med ett fel som dr mindre dn 0.5 - 1074,

Med f(z) = sinz, z = 1 och a = 0 har vi fran Taylors sats att sin1 — p, (1) = f*(6)(1 — 0)"*1/(n + 1)!,
ddr 0 #r nat tal mellan @ = 0 och = = 1. Vi vill att |sinl — p,(1)| = [f™(@)/(n + 1)!| < 1/(n +1)!,
eftersom f (”)(:E) ar antingen =+ cosz, eller & sinx. Det betyder att talet M i Taylors olikehet kan véljas
till M = 1. Vi viljer nu déirfér n s att (n + 1)! > 105/5 = 20000. Eftersom 5! = 120, 6! = 720,
7! = 5040 och 8! = 40320 véljer vi n = 7. Fran omskrivningen av sin z som potensserier kring a = 0 har
vi pr(z) = 2 — 23/6 + 2° /120 — 27 /5040 vilket ger att

1) = gLl L1 5040-840+42-1 4281
br B 6 120 5040 5040 ©5040°

dr ett onskat ndrmevirde (vars fel i sjilva verket dr < 1/8! = 1/40320 < 1/40000 = 2.5/10000 =
0.25-1075).

4 Utveckling av en funktion som potensserie. Stewart 11.9 — 10

I ett tidigare avsnitt identifierade vi vissa potensserier med "vanlig” funktioner. Potensserier &r funktioner
som har flera bra egenskaper: de ér obegréinsat deriverbara i det inre av konvergensintervallet, kontinu-
erliga pa konvergensintervallet och nirmevirden till funktionsvirden kan beriknas med de fyra vanliga
riknesitten. Ett sdtt att tinka pa potensserier dr att de dr polynom av odndlig grad. Pa sa vis har vi
fatt ett nytt stort tillskott till vart forad av funktioner och kan t.ex. anvinda dem vid integration och
16sning av differentialekvationer.

Vi ska nu viinda pa situationen och utga fran en "vanlig” funktion och foérsoka skriva om den som en
potensserie kring nan punkt a. Detta kallas att utveckla funktionen som potensserie kring a, eller att
bestdmma funktionens Taylorserier i a.

I forra avsnittet sig vi att om f(z) = Y00 (an(z — a)", sa giller att f(™(a)/n! = a,. Vi gor dirfor
foljande

Definition 4.1 Om f(x) dr obegrinsat deriveribar i a kallas potensserien

/ 1 (3) (n)
o) = fa) + L@ o) 1 DD a2 L gy Ty
for f:s Taylorserie av ordning n i (kring) punkten a. Nir a = 0 talar man i stillet om funktionens
Maclaurinserie.
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Definitionen paminner om den av funktionens Taylor-/Maclaurinpolynom. Skillanden &r att vi nu l6per
linan ut och tar med termer av varje tdnkbar grad, sa att vi far en potensserie.

Vi har tidigare sett Maclaurinserier for t.ex. 1/(1 + x), arctanx, In(1 4+ ), €*, cosz och sinz. Da var

utgangspunkten att vi utgick fran en potensserie och forsokte skriva den med hjélp av "vanliga” funktioner.
Med hjiilp av dessa hittade vi ocksa vissa omskrivninga av ”vanliga” funktioner som Taylorserier (runt
andra punkter &n 0).

Om p(z) dr Taylorserien till f(x) &r férhoppningen att f(z) = p(x), for alla x i konvergensintervallet
till p(z). Sa &r emellertid inte alltid fallet.

Foljande problem kan uppsta

1. Taylorserien p(x) konvergerar bara nér z = a, (sa att konvegensradien &r 0.) Da saknar forstas p(z)
intresse.

2. Taylorserien p(z) och f(x) har olika virden nér x # a, dven om p : s konvergensradie ar odndlig.
Inte heller da &r p(x) sérskilt intressant.

Ofta forsoker man anvinda kinda Maclaurinserier for att hitta Taylorserier till funktioner som bil-
das med de "vanliga” funktionerna. Vi har redan tidigare sett exempel pa det nar vi hittade Tay-
lor/Maclaurinpolynom till vissa funktioner.

Exempel 4.1 Bestim Taylorserien till f(x) = 1/(z — 2)? kring a = 3.
Vi ser att f(z) = D(=1/(x —2)) = =D(1/(1 4+ (x —3)). Vihar 1/(1 +1t) = >, _,(—1)"t", giltigt nér

[t| < 1,somger 1/(z—2) =, _,(—=1)"(x—3)". Termvis derivering ger f(z) = —>. _,(=1)"n(z—3)""1,
som &r giltigt nér |z — 3] < 1.

n=0 n=1

Ett sitt att forsoka visa att p(z) och f(z) dr samma funktion for x i p :s konvergensintervall dr att
visa att bada &r losningar till samma differentialekvation med begynnelsevirden. Det var sa vi hittade
Maclaurinserierna for arctanz, In(1 + ), e*, cosx och sinz.

Har ar ytterligare ett exempel pa den tekniken.

Exempel 4.2 Bestim Taylorserien p(x) till f(z) = x—(x—1)In(x—1) runt a = 2. Bestim Taylorseriens
konvergensintervall och avgér for vilka x som p(x) = f(x).

Vi bestdmmer forst koefficienterna i p(x) genom successiv derivering av f(z) och bestdmning av deriva-
tornas vérde i a = 2.

n | f"(x) IC) f"(2)/n!
0l z—(z—1)ln(xz—1) 2 2
1| 1-In(z—-1)-1 0 0
2 1

(z— 1)1 - (—1)2-1/2!

n |~ - Dl — 1) |~ -2 | (~1)m /(- D)
Vi har darfor

Kvotkriteriet ger att serien konvergerar nér |z — 2| < 1, och divergerar nér | — 2| > 1. Ndr = 1 och
x = 3 har vi absolutkonvergens enligt enligt jimforelsekriteriet pa gédrnsvirdes fom genom att jamfora
med den konvergenta serien Y 1/n?. Det ger konvergensintervallet [1, 3]. Man kan notera att f(z) inte &r
definierad i 1, men eftersom f(z) — 0 nir z — 17, dr f kontinuerlig nér z > 1, om vi sétter f(1) = 1.

Vi ska nu visa att f(z) = p(z) nér « € [1,3]. Vi gér det genom att visa att p(z) 16ser en diffekvation som
ocksa har f som losning. Termvis derivering ger

Vo) = S aoat o) =0

— n—1
1 1
@) = ()N e - ==Y (—(r - 2)" = =—,
g ; nz:;) 1+(xz-2) =z-1
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dér vi anvént att andraderivatan blev en kind potensserie. Det betyder att p(x) 16ser ekvationen y” =
1/(z = 1), y(2) = 2,y'(2) = 0. Vi loser den i steg genom successiv integrering och far (nir = > 1)
y' = —In(z — 1). Partiell ingegration ger y = —(x — 1)In(x — 1) + [ 1dz = f(x). Alltsa &r p(z) = f(x)
nir x € (1,3] och sétter vi f(1) = 1, géller likheten nér z € [1, 3].

4.1 Exempel pa anvindning av potensserier
Vi ska ge tva olika exempel pa hur potensserier kan anvindas. Vi ska

1. berdkna en series summa genom att kidnna igen den som véirde av en potensserie,

2. beridkna grinsvirden pa ett vetenskapligt vis, dvs metodiskt,

4.1.1 En series summa

Idén ar hir att man ska kdnna igen en serie som ett virde av en potensserie som man sedan uttrycker
med hjélp av elementéra funktioner. Det sista steget kan fullbordas som i avsnitt 2.3, men det géller att
vélja sin potensserie med omsorg for att klara det.

Exempel 4.3 Avgdr om serien Zzozo(éﬂc +1)7127% konwvergerar eller divergerar. Berdikna dess summa.

Man ser litt med jémforelsekriteriet och den geometriska summan Y.~ ,(1/2)" att serien konvergerar.
Vi soker summan.

Om vi siitter P(x) = Y ;2 (4k + 1)~ 1z¥, s4 dr den aktuella serien P(1/2), men vi far problem att kéinna
igen P(z); den varken deriverar eller integrerar till nagot bekant.

Vi siitter dirfor istillet P(z) = > oo o (4k+1)"tz**+1 men nu #r den aktuella serien i stillet 21/ P(271/4).
Vi forscker bestdmma P(z) med elementira funktioner och ser att P(0) = 0 och att P'(z) = Y o,z =
1/(1 — z%), nér |z| < 1.

Integration ger déarfor

1 1 1 1 1 2
/1fx4d$_/(1fx)(1+x)(1+x2)dx_i/(lﬂc+1fx+1+x2)d$_

1 1
= f(ln( +x)+2arctanx)+0
4 1—=x

P(z)

Fran P(0) = 0 ser vi att C =0, sa

1 + 2—1/4

1
1/4 —1/4 _ = - re
2L/1p(2 )_4(111(1_2_1/4

- 1
7 2arct 2_1/4)
,; @k + 1)2F ) + 2arctan

4.1.2 Gréinsviardesberidkningar

Idén hér &r att skriva om uttryck som ger obestdmda uttryck néir £ — a som (kvot av) potensserier kring
x = a. Har géller det att kénna till potensserieutvecklingar av de vanliga elementéra funktionerna och
komma ihag att nir x — a, dominerar en lag potens av z — a 6ver en hogre. Om

f@)  an(—a)" +appi(z—a)" T 4
g(@) bplr—a)™ F by (x—a)m 4
( a)n . an+an+1(1’fa)1+...

T —
(x—a)™ by +bppi(x—a)l+---
dér a, # 0 och b, # 0, géller att gransvardet dr

1. £o0, nir x — ai, omm >n,
2. ap /by, nir £ — a, om n =m

3. 0, ndr x — a, om m < n.

15



Exempel 4.4 Berdkna grinsvdrdet av
2

arctan(z?) — x
cos(z3) —1

ndr x — 0.

Vi ser att gransvérdet dr av typen 0/0.
Vi har de kiinda utvecklingarna arctant =t —t3/3+t°/5+ -+, och cost = 1 —t2/2! +t* /414 som ger oss

arctan(z?) —2? (2 —2%/3+ 205+ ) —a2®  28/34+a9/54...
cos(z3) —1 (1 —aS/20 4212/l ..y =1  26/20 4 212/41 ...
-1/3+a*/54--- —-1/3 2

12 a0t —1j2 3

niir z — 0. (Vid den niist sista likheten forkortade vi med 5.)

Exempel 4.5 Undersok grinsvdrdet av uttrycket
cos(ac)e””2/2 -1
22 arctan a2

ndar x — 0. Bestdm det om det existerar.

Grénsvérdet dr av typen "0/0”. Vi utvecklar téljare och nimnare som potensserier.
Kénda Maclaurinutvecklingar ger:

2 4

cos(z) = 1-— % + ;—4 + termer av hogre grad
£2
et = 1+t+ 5} + termer av hogre grad
2/2 ot "
e’ = 1+ - + 3 + termer av hogre grad.
Detta ger att tdljaren &r
x?2 ot x?2 ot
(1 -3 + 21 + termer av hogre grad) (1 + 5 + 3 + termer av hogre grad) —1=
1 1 1 1 1
=0+ (5 — 5):1:2 + (ﬂ + 3~ 1)304 + termer av hogre grad =
24
=1 + termer av hogre grad.
Vi har ocksa
3
arctant = t— 3 + termer av hogre grad
z?arctanz® = 2% + termer av hogre grad.
Tillsammans med a) ger detta att
cos(:r)egﬁ/2 -1  —2*/12 4 termer av hogre grad  —1/12 + termer med z 1
x2 arctan z2 n x4 + termer av hogre grad 1+ termer med x 12’
nir x — 0.
Svar: —1/12.
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