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1 Integralkalkylens huvudsats

I kursboken (J Stewart, Calculus: Early Transcendentals, International metric edition, 8:e upplagan)
bevisas den sats som kallas integralkalylens huvudsats oberoende av en sats som kallas integralkalylens
medelvirdessats. I boken visas sedan denna medlevéirdessats (The Mean Value Theorem for Integrals, sid
462) med hjilp av integralkalylens huvudsats. Det &r lite originellt och i sjélva verket innehaller bokens be-
vis av integralkalylens huvudsats ocksé (nistan) ett bevis av (den enklaste varianten av) medelvirdessat-
sen. Det gor beviset av huvudsatsen en aning tungt, sa jag kommer att forst visa integralkalkylens
medelvirdessats.

1 b
Man kan uppfatta talet p = " a / f(x) dz som en form av medelvirde av funktionen f &ver intervallet
—al,

[a, b], eftersom rektangeln med intervallet som bas och hdjd p har area (rdknad med tecken) som &r

wb —a) = f: f(x) dz. Integralkalkylens medelviirdessats, i sin mest avskalade form, siger att detta
medelvirde ocksa dr funktionens viirde f(c) i nat tal ¢ € [a, b].

Sats 1.1 (Integralkalylens medelvirdessats) % Antag att funktionerna f och g dr kontinuerliga pa
intervallet [a, b] och att g inte vizlar tecken pa intervallet. Da finns ett tal ¢ € [a, b], sa att

/a ' fa)oe) da = (0 / (@) da.

Anm

1. Att g(x) inte vixlar tecken pa [a, b] betyder hiir att g(x) > 0, eller att g(z) < 0, for alla z i
intervallet.

2. Om vi i satsen viiljer g som funktionen som &r konstant 1 pa intervallet far vi

b b b
/f(x)-ldx:f(c)/ l1dx = f(e)(b—a), eller f(c) = bia/ f(x)dx.

3. Vi ska strax anvédnda 1.1 nér g r konstant 1, men satsen har flera andra tillimpningar dér det &r
viktigt att ha den allménnare varianten.

Bevis Beviset genomfors bara under forutsittning att g(z) > 0, for alla x i intervallet. Beviset nér
g(xz) < 0, gar till pa liknande vis, men man far kasta om olikheterna (1) och (2) nedan och ersitta

f;g(x) dzr > 0, med f;g(x) dr < 0. (Det ricker att bevisa satsen under forutséttning att g(z) > 0 vid
tentamen. )

Enligt max/min-satsen (Extremal Value Theorem) har den kontinuerliga funktionen f ett minsta virde
m och ett storsta virde M pa intervallet [a, ], s& att

m < f(z) < M,

for alla x € [a, b]. Eftersom g(z) > 0 géller ddrmed att

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z), (1)



for alla x i intervallet. Integration ger dérfor

/ d:c</f dx<M/ (2)

Om fabg(x) dx = 0 fungerar vilket tal ¢ € [a, b] i satsen, for da ger (2) att f f(x)g(z) dz = 0. Annars dr
I= f:g(:v) dx > 0 och division med detta tal ger

b
<7 / F(2)g() dx < M.

Enligt statsen om mellanliggande virde (Intermediate Value Theorem) antar f, som ju &r kontinuerlig
pa [a, b], varje virde mellan m och M, sa det finns ett tal ¢ € [a, b], sa att

/ f(@)g(z)de < M, eller f(c) /abg(x) dx = /abf(x)g(x) dx

Definitionen av den bestdmda intergralen av en funktion éver ett intervall [a, b] &r ju ganska komplicerad
och involverar en typ av griansvirde av olika Riemannsummor. Att berdkna integraler utgaende fran
definitionen gar i allménhet inte. Vi ska nu skaffa oss en, kanske lite oviantad, metod att berikna dem
pa ett helt annat séitt. Grunden for detta utgors av integralkalkylens huvudsats som bestar av tva delar.
Forst visar man att en viss funktion, som definieras med hjilp av en integral, &r deriverbar och att
derivatan dr den funktion f, som man integrerar. Dérefter visas att det gar att berikna integralen med

hjilp av vilken funktion som helst som har f som derivata. En san funktion kallas en primitiv funktion
till f.

Sats 1.2 (Integralkalylens huvudsats del 1) Antag att f dr kontinuerlig pa intervallet [a, b] och sdtt

JL‘):/‘Tf(t)dt7 a<axz<hb.

Da galler

e F dr kontinuerlig pa [a, b,

e % [ dr deriverbar pa (a,b) och F'(x) = f(x) nir x € (a,b).
Anm

1. I F(x) &r det den 6vrer grinsen i integralen som varierar: for varje © € [a, b] integrerar vi f dver
intervallet [a, x]. Darfor &r variabeln i f inuti intergralen utbytt mot ¢.

2. F(x) existera eftersom f &r kontinuerlig pa [a, z].
3. F(a) =0 och F(b) = [V f(t)dt = [° f(z)da
Bevis Tag ett = € (a,b). Differenskvoten for F' i x 4r da

Q = %(F(x—kh) / F(t)dt — /f(t)dt):

- ;L(/:f(t)dt—i—/x f(t)dt—/a f(t)dt /:Jrhf(t)dt.

Vi har att F'(z) = limy,_,o @, om grinsviirdet existerar.

Sl



Enligt integralkalkylens medelvirdessats (sats 1.1) finns for varje h ett ¢, mellan © och x + h, sa att

/ F(t)dt = flen). (3)

Nir h — 0, giller att ¢;, — x och eftersom f ir kontinuerlig giller da att f(cn) — f(z). Det betyder
att griansvirdet av differenskvoten @) finns nidr h — 0 och att det &r f(x). Enligt definition #r detta
grinsviirde dven F'(z), sa att F'(x) = f(x) for alla x € (a, ).

Om x = a si giller (3) nir h > 0, s& niir h — 07 giller att Q = %f;+h f@)dt — f(a). Av detta foljer
att F(a+h)=hQ — 0- f(a) = 0= F(a), niir h — 0T. Detta visar att F #r (hoger)kontinuerlig i a.
Om z = b sé giller (3) nér h < 0, s nar h — 0~ giller att Q = —+ fbb+h f(&)dt — f(b). Av detta foljer

att F(b+h) = F(b)+hQ — 0- f(b)+ F(b) = F(b), nir h — 0~. Detta visar att F ir (viinster)kontinuerlig
ib. |

Definition 1.1 (Primitiv funktion) Om f dr definierad pa ett intervall, sa dr F' en primitiv funktion
til f dir, om F dr kontinuerlig pa intervallet och deriverbar i det inre av intervallet med F'(z) = f(z)
dr.

Med det inre av ett intervall avses alla punkter i intervallet, utom eventuellt ingaende &ndpunkter. T.ex.
dr det inre av [8, 9) intervallet (8, 9), medan det inre av (—oo, 5] dr (—o0, 5).

Enligt sats 1.2 har en kontinuerlig funktion pa [a, b] alltid (minst) en primitv funktion; funktionen F'(x)
som definieras i satsen #r en primitiv funktion till f(z).

Sats 1.3 Anatag ait F och G dr primitiva funktioner till f pa [a,b]. Da finns en konstant C' sa att
F(z) = G(x) + C for alla © € [a, b)].

Bevis. Forutsédttningarna ger att F'(z) — G(x) dr kontinuerlig pa [a,b] och att (F(x) — G(z)) = f(z) —
f(z) =0, for alla = € (a,b). En konsekvens av medelvirdessatsen ger nu att F'(z) — G(x) dr en konstant
(1at oss kalla den C) pa [a, b], dvs att F(z) = G(x) + C dar. |

Sats 1.4 (Integralkalkylens huvudsats del 2) % Om f dr kontinuerlig pd [a,b] och F dr en primitiv
funktion till f ddr, sa gdller
b
/ f(x)dz = F(b) - F(a).

Bevis Visitter G(z f f(t)dt (vikallar den G hiir efter som F' betyder nat annat i sastens formulermg)
och vet da enligt 1ntegra1kalkylens huvudsats del 1 (sats 1.2) att G &r en primitiv funktion till f pa [a, b].
Dérfor finns (enligt sats 1.3) en konstant C sa att F(x) = G(x) + C {or alla = € [a, b].

Vi har fabf(t) dt = G(b) = G(b) — G(a) (for G(a) = 0.) Dérfor géller att

b
/ O dt = Gb) = GO) —Gla) = Gb) +C — (Gla) + C) = F(b) — Fla).

Integralkalkylens huvudsats del 2 (sats 1.4) innebér alltsa att sa fort vi hittar en funktion F' san att

F'(z) = f(x) pa intervallet, sa kan vi berékna fab f(z) dx pa ett helt annat sétt d4n som grénsvirde av
Riemann-summor. Integralens virde dr helt enkelt F'(b) — F'(a). Ganska fantastiskt egentligen!

Det betyder att det dr viktigt att kunna hitta en primitiv funktion till en given funktion f. Man infor
dérfor beteckningen [ f(z)dz for en primitiv funktion till f, dven om detta fran borjan inte har nat
samband alls med den bestdmda integralen f; f(z) dx, som ju definieras som en typ av grinsvirde av
Riemann-summor till f. Det &r sats 1.4 som motiverar beteckningen [ f(z)dz, som ocksa kallas den
obestdmda integralen av f.



I en del litteratur betecknar [ f(z)dxz samtliga primitiva funktioner till f. Om f:s defintionsméngd &r
ett intervall, sa skiljer sig tva primitiva funktioner at bara med en konstant: om G’ = f = F’ sa ér
G(z) = F(x) + C, for nan konstant C.

Om déiremot definitionsméngden till f bestar av flera olika intervall, sa kan man vélja konstanten olika

pa dessa olika intervall. Det betyder att om F &r en primitiv funktion till f, sa ges alla av F(z) + C(z),
dir C(x) &r en godtycklig funktion som &r konstant pa varje intervall i definitionsméngden.

Det blir lite tungt att slipa pa detta, si jag anviinder oftast [ f(z)dx som beteckning for én primitiv
funktion till f och skriver t.ex. [1/zdx = In(|z|) i stéllet for [1/zdax = In(Jz]) + C(z), dir C(z) &r
en godtycklig funktion som #r konstant pa (—o0,0) och pa (0,00) (men kan ha olika virden pa de tva
intervallen).

Det finns situationer dér det blir viktigt att lata [ f(z)dx faktiskt sta for samtliga primitiva funktioner
till f (t.ex. niir man, som vi ska gora senare, 16ser differentialekvationer), men jag foredrar att da papeka
det sérskilt da.

2 Integration av rationella funktioner

Lat oss séiga att vi har en (obestdmd) integral [ f(z)dz, dér integranden, dvs den funktion f som ska
integreras, ser komplicerad ut i detta avseende. Vi ser ingen vig att klara det med vanliga knep som
omskrivning och partiell integration.

Man kan da hoppas pa att det finns ett variabelbyte = g(t) sa att

/f(a:)dx/zggdt,

dér p(t) och ¢(t) dr polynom, sa att p(t)/q(t) &r en rationell funktion.

I princip skulle det 16sa problemet, fér det visar sig att det finns en systematisk metod att integrera
rationella funktioner. En visentlig ingridiens i denna dr det som kallas partialbraksuppdelning (forkortat
PBU) av rationella funktioner, som ocksa ér anvindbart i andra sammanhang,.

2.1 Partialbraksuppdelning

Ofta vill vi skriva en summa av brak som ett enda, t.ex. nér vi vill avgéra tecknet pa en san summa for
olika virden pa variabeln. Exempelvis har vi att

1 2 3—=x

m+1+173x_ (x+1)(1—3x)’

dér ett enkelt teckenstudium ger tecknet pa hogra ledet pa olika intervall pa tallinjen.

Antag nu att vi i stéllet vill hitta en primitiv funktion till hogra ledet. Da dr det litt att integrera det
som star i viinstra ledet, men svarare att (direkt) integrera hogra ledet. De olika siitten att skriva samma
funktion ldmpar sig alltsa olika bra beroende pa vilket syfte vi har.

Partialbraksuppdelning gar ut pa att att skriva ett brak (som i hogra ledet ovan) som en summa av
andra (“enklare”) brak (som i vénstra ledet). PBU é&r alltsa det omviénda mot att skriva pa gemensamt
brakstreck.

Till grund for PBU liggen en sats av principiell natur som kallas algebrans fundamentalsats. For att
formulera den behover vi forst en definition.

Definition 2.1 (Irreducibelt polynom) FEtt polynom av grad > 1 dr irreducibelt om det inte kan
skrivas som en produkt av tva polynom, som bada dr av grad > 1.

Exempelvis &ar varje polynom av grad 1 irreducibelt. Polynom av grad tva som saknar reella nollstéllen
ar ocksa irreducibla, eftersom faktorsatsen ger att en faktor av grad 1 motsvarar ett nollstélle. Algebrans



fundamentalsats séger att detta &r de enda irreducibla polynomen och att varje polynom av grad > 0 ar en
produkt av sana. (Jamfér med uppdelning av heltal > 1 som produkt av primtal.) I detta sammanhang
riaknas ett irreducibelt polynom som en produkt med bara en faktor. Lite tokigt, men det gor det littare
att formulera satsen.

Sats 2.1 (Algebrans fundamentalsats)

1. De irreducibla polynomen dr precis de av grad 1 och de av grad 2 som saknar reella nollstdllen.

2. Varje polynom av grad > 0 kan skriva som en produkt av irreducibla polynom.

Om vi har en rationell funktion p(z)/q(x) &r det enligt satsen mojligt att skriva g(z) som en produkt
av olika irreducibla polynom. Lat oss kalla dem ¢; (), ..., qr(x). Varje sant kan forekomma flera ganger
som faktor i g(x), sa att

Nk

() = q(x)™ g2(2)"* - - gi ()

dir ny, na, ..., ng ar nagra heltal > 1.
Sats 2.2 (Existens av PBU)

1. Antag att q(z) = q1(x)"qa(x)™2 - - qr(x)™, ddr q1, qa, ..., qx dr olika irreducibla polynom. Om
graden av p(x) dr < graden av q(x), sa finns polynom p1, pa,..., Pi, sa att

g) @@ ) qr ()™’

pa) _ m@) | p@) )

dér graden av p; dr lagre en graden i ndmnaren, dvs n; - grad(q;), for varjei=1,2, ..., k.

2. Om graden av p(x) dr < graden av q(x)"™, sd finns polynom a1, as, a,, alla av grad < graden av q,
sa att
o) @) e, a)
g(z)"  q(z)  q(x)? q(z)"

Satsen ger foljande metod for att genomfora partialbraksuppdelning av p(x)/q(x), dér téljarens grad &r
ldgre &n ndmnarens:

1. Faktorisera ndmnaren i en produkt av olika irreducibla ploynom ¢ = ¢i"" ¢5* - - - q.* .
2. Ansitt for varje irreducibelt polynom ¢; (som alltsa &r av grad 1 eller 2) polynom a1, @2, ..., Qin,

av en grad ldgre dn g; och bilda

an(z) | ap(x) = ain(2)
W@ a@? T e
p(z)

3. Summan av alla ansatserna ska sen bli

q(x)

Sats 2.2 innebéar att man alltid kommer att lyckas bestimma de olika polynomen som ansétts.

Detta verkar ju ganska komplicerat, men i konkreta fall &r det ganska enkelt. Hér dr ett exempel pa hur
ansatsen gar till.

2+ x+3

Exampel 2.1 Gor ansatsen for PBU av G 1P T2




Loésning Téljaren ar av lagre grad &n ndmnaren, som redan &r faktoriserad som produkt av irreducibla.
Vi har tva olika sana faktorer, nimligen x — 1 och x2 + 2. Den forsta forekommer i potensen 3, s vi ska
ha tre brak foér den i ansatsen, med olika potenser av den ndmnaren och en konstant i varje téiljare (en
grad ldgre #n graden av x — 1). Den andra forekommer i potensen 2, sa vi ska ha tva brak i ansatsen for
den, med olika potenser av den nidmnaren och ett polynom av grad 1 i varje téiljare (en grad ligre &n
graden av 22 + 2). Ansatsen blir déirfor

22+2x+3 A L B . C +Dm+E Fe+G
(x—1322+22 z-1 (x—1)2 (x—1)3 2 +1 (22 +1)2’
diar A, B, C, D, E, F, G é&r reella tal som gar att bestdmma sa att likheten géller enligt sats 2.2. O

Hur gar man da tillviiga for att bestimma alla dessa konstanter? Ett sétt dr att helt sonika skriva ihop
hogra ledet pa ett brak. Man kommer da att fa samma ndmnare som i vinstra ledet och ett polynom i
taljaren med obekanta koefficienter. Det polynomet ska da vara samma som téljaren i vinstra ledet. Hér
dr ett mer modest exempel dér vi genomfor detta:

2 +1

Exampel 2.2 Genomfor PBU av m

Losning Ansatsen blir

2 +1 A B Cx+D Alx—1)(2*+2)+B(@?*+2)+ (Cz + D)(x —1)?
@122 +2) a1 @12 2tz @ — 12 +2)
(A+C)a? +(-A+B—-2C+ D)2? + (2A—-2D + C)z + (—2A+ 2B + D)
(@172 +2)
Vi ska ha att polynomet i téljaren i vénsta ledet #r samma som det i hogra ledet, s& det ska vara
samma koefficienter framfor de olika potenserna av x. Det ger ekvationssystemet (jamfor i tur och ordning
koefficienter for o3, 22, x och konstanten)

A + C =0
-A + B - 2C + D =1
2A + C — 2D =0"
—2A + 2B + D =1
som har en utdkad koefficient matris som vi 6ver for till trappstegsform:
10 1 0]0 10 1 010 10 1 0] 0 10 1 0
-1 1 =2 1)1 01 -1 1)1 01 -1 1| 1 01 -1 1
2 0 1 =210 0 0 -1 =210 0 0 -1 -2| 0 00 1 2
-2 2 0 1|1 0 2 2 1|1 0 0 4 —-1]-1 00 0 -9
Av detta foljer att D =1/9, C = —2/9, B =2/3 och A =2/9 sa att
z® +1 _2 .t 2 1,1 2o+l
(x—-1)22+2) 9 2—-1 3 (z—1)2 9 2241
O
For att paminna om syftet med denna verksamhet tar vi féljande
Exampel 2.3 Bestim en primitiv funktion till f(x) 2 +1
. s imitiv funktion ti =
’ g @16 +2)
Losning Enligt exempel 2.2 har vi
2 dx 2 dx 1 2z 11 dx
d = — . — . - . P — d —_ . — . _—
/f(x)x 9 /x—1+3 /(x—1)2 9 _/x2+2 T2 /(x/\/§)2+1
2 2 1 1 2
= §ln(|:v —-1)) - 3 71" §1n(x2 +2)+ %arctan(x/\/ﬁ) =
1. /lz—1)2%y 2 1 V2
= (S ) -5 V2 arctan(zv/2/2).
o (ra) 3 poi s eten(ev2/2)
O

_ O = O



2.2 Genvigar vid PBU

Som vi sag i exempel 2.2 kan PBU leda till ganska omfattande berdkningar for att bestimma alla obekanta
i ansatsen i hogra ledet. Det finns nagra genviigar man kan ta, som ibland &r vildigt effektiva.

Den forsta kallas handpalidggning (HP) och gar ut pa att man ganska enkelt kan bestdmma vad som
ska sta i téljaren i braket med den hogsta potensen av en irreducibel i ndmnaren. Efter multiplikation av
bada sidor av likheten i ansatsen med en san namare kan man, utan att riskera division med noll, séitta
in nollstéllen till det irreducibla polynomet och jamféra bada sidor.

Vi illustrerar detta med
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Exampel 2.4 Partialbraksuppdela f(x) = m
x — x —

Losning Ansatsen blir

2+ 1 A LB C ., D _E
(z—1)2(z—-23 2-1 (x—-12 2-2 (z-2)2 (xz—2)3

Mutiplicera nu bada sidor med (z — 2)® och forkorta och sitt sedan @ = 2 (nollstillet till 2 — 2):

22 +1 A 3
@12 TR

5

1

—_— T — 3
(z —1)2 (@ =27+

—1Q

D E
@-2P T @-2) T

0+04+0+0+E,

dvs E = 5. Effekten blir samma om vi koncentrerar oss om viinstra ledet och léigger handen pa (x —2)3
i ndmaren och sedan sédtter in nollstéllet till z — 2. Det ger oss direkt E = 5.

P& samma sitt kan vi bestimma B genom att multiplicera bada sidor med (z — 1)? och sedan siitta
r=1:

2 +1 _ B
(x—2)3le=1 7’

dvs B = —2.

Det &r ju stralande! Kan vi bestdimma A pa samma séitt? Svaret dr nej, for efter multiplikation av bada
sidor i ansatsen med x — 1 kan vi inte sdtta in « = 1, eftersom det efter foérkortning fortsatt forekommer
z — 1 i ndmnare.

Det vi kommit fram till med HP &ar

x® +1 A 2 ¢ D 5
(z—1)2(z—-23 2-1 (x—12 2-2 (z—-2)2 (x—2)3

sa vi har tre obekanta kvar att bestdmma. Vi kan forstas gora det genom att skriva hogra ledet pa
gemensamt brakstreck och sedan jimfora téljarna pa bada sidor, men det finns ocksa ett annat sétt att
komma fram till ekvationer som A, C' och D loser.

Vi kan borja med att konstatera att om vi skriver hogra ledet pa gemensamt brakstreck sa ska A och
C multipliceras med var sin fjardegradare medan andra konstanter multipliceras med polynom av ligre
grad.

Det betyder att vi i hogra ledet d& far (A + C)z*+ termer av ligre grad. Eftersom x? inte forekommer i
vénstra ledets téljare ska 0 = A+ C och C = —A. Det ger

z® +1 A 2 A D 5
(z—1)2(zx—-2)3 2-1 (x—12 2-2 (z—-2)2 (x—2)3




Vi kan sétta in tva olika virden pa z i bada sidor och jimfora resultatet. Denna metod fungerar
bést ndr man hittar nagra virden pa x som ger “litta tal” i hogra ledet. Hér kan vi, om vi vill, d&ven
anvanda komplexa tal. T.ex skulle x = 47 bada ge noll i vinstra ledet, men det blir lite komplicerat i
hogra ledet. Vi viljer att sdtta in

1 A D 5
=0 som ger _§:_A_2+§+Z_§’ eller —4A+ 2D =20
1 A 1
r =3 som ger ZO =5~ 5—A—|—D—l—57 eller —2A+4D = -8
som sen ger A = —8 och D = —6, sa att
a® +1 __ 8 2 .8 6 5
(x—1)2(zx—-2)3 2-1 (z-12 2z2-2 (x—-2)2 (x—2)3
O
Har ar ytterligare ett exempel, som &r lite mindre komplicerat
4 2
Exampel 2.5 Bestim en primitiv funktion till f(z) = m
Losning Ansatsen blir
422 A n B n C
(x—1)2(zx—-3) x—-1 (x—12 2-3
HP ger B=—-20ch C=9. Viséttert=0ochfar0=—-A4—-2—-3,sa A= -5.
Vi far
422 dx dx dz dx
— = =5 -2 9 =
/(171)2(1;73) /%1 /(%1)2+ /%3
(z —3)° 2
~ I | .
Mol Teo
O

2.3 Integrationen

Vi har sett att man med partialbraksuppdelning kan skriva en rationell funktion a(x)/b(z), dir téljaren
har ldgre grad &n ndmnaren, som en summa av brak av typen

dér g(x) &r irreducibelt (och dérfér av grad 1 eller 2) och p(x) &r av en grad lidgre &n g(x).

For att avsluta metoden for integration av rationella funktioner aterstar det att integrera uttryck av
formen A/(xz + a)™, som inte erbjuder nan svarighet allts, men ockséa de av av formen

(Az + B) /(22 + ax + b)™, dir nimnaren saknar reella nollstillen. Idén hiir 4r att forst justera nimnaren
sa att den bli derivatan av det irreducibla polynomet i nimnaren:

Az + B A 2r +a B—aA/2
_— = — —_—m D SEEE—— - 4
/(x2+ax+b)”d$ /x2+ax+b) dx+/(x2+ax+b)”dx 4)
2z +a C
N 7/x2+ax+b de +/(x2+ax+b)”dx’ (5)

dér vi satt C = B — aA/2.



Den forsta av dessa intergraler klarar man nu med variabelbytet ¢t = 2% 4+ ax + b (eller direkt). I den
andra integralen gér man kvadratkomplettering i nimnaren och sen ett variabelbyte:

C C 1 C

v
dt = (1/y/b1)dx, dx = +/bjdt =dx

K
—dt 8
/(t2+1)” ®)
Néar n =1 har vi

/ dt tan ¢

——— = arctant,

241

vilket 16ser problemet i detta fall. I denna kurs kommer vi inte att hantera integraler dir integranden &r

1/(t* +1)" och n > 1, men for fullstindighets skull finns tillvigagdngssittet efter nista exempel.

z+3

E 1 2.6 Berdk —_—
xampe erdkna /x2 " x

Losning Vi borjar med att justera nimnare sa att vi far en intergral med derivatan till 2 + 4z + 6 i
taljaren:

1 / 224+ 4 dr + / dx )
S L R I S —
2 )22 4+4z+6 (x+2)2+2

dér vi passat pa att kvadratkomplettera i den sista intergralens ndmnare.

Eftersom det i téljaren i den forsta integralen star derivatan av ndmnaren géller

1 % + 4 1 ,
S L N S 4 .
2/x2—|—4x—|—6 =5 (" +4z +6)

(Vi behover inget absolutbelopp i In eftersom 22 + 42 + 6 alltid #r positivt.)

Vi hanterar nu den andra integralen i (9):

dx 1 dx 1
/m T2 / (z+2)/v2)2+1 9 V2 arctan((z +2)/v/2),

dir vi i sista steget justerat for den inre derivatan av (x + 2)/v/2.

:esu“ a,tet th
+ 3 1 2 + — . taIl 2 2
/xxi d r — — - ]n(l’ + 4:17 + 6) \/5 arc (((L‘ )/f)

Det allménna fallet I,, = [dt/(t> + 1), dér n > 1 16ses i flera steg. Vi har med partiell integration nér
n > 1 att

dt 1 t-t
I,=[|———+ = PI}=¢t-———+2 ——dt =
/(t2+1)n { } (2 +1)" + n/(t2+1)n+1

t 241 dt

= — 4 ———dt—2 — =

(t2+1)n + n/(t2+1)n+l n/ (t2+1)n+1

t

= m =+ 2’/7,]n — 2n[n+1.



Hér kan vi 16sa ut I, 11 och far da

dt 1 t on — 1
1= ——— = —. 1. 10
v /(t2 + 1)+ o @ar T 2m (10)

Exempelvis géller ndr n = 1 att

; / dt LSS S
= = — — arctan
2 +1)2 2(2+1)2 ' 2 ’

som vi sen enligt (10) kan anviéinda for att bestdmma I3 och sa vidare.

2.4 Sammanfattning

Metoden for att integrera en rationell funktion p(x)/q(z) sker i foljande steg

1. Utfor plynomdivision p(x)/q(z) = k(x) + r(x)/q(x), dér r har ldgre grad &n ¢. Polynomet k(x) #r
inget problem att integrera.
For enkelhets skull kallar vi nu r(x) for p(z) (sa att graden av p ér ligre é&n graden av q).

2. Faktorisera ¢(r) som en produkt ¢ = ¢ ¢y ---¢q.*
gemensamma faktorer med p(x).

av olika irreducibla och forkorta eventuellt

3. Utfor PBU pa p(z)/q(x)
4. Anvénd

1 1 ..
dx — - nir n>1
/771: n—1 (z—a)n!
(z—a) In(jz — a|) nir n=1

I den hér kursen kommer vi inte att integrera med hogre potenser av irreducibel andragradare i
ndmnaren, men vi ska anvinda féljande:

/ r+c dx—l/ 22+ b dm—l—QC_b/ dz dx
w2+br+c @ 2 ) a2+brtec 2 (x4+b/2)2+c—0%/4

Den forsta av integralerna i hogra ledet 16ses genom

22+ b

/ dz
((E + b1)2 + C1 ’
byter man ut ¢; i ndmnare (och gor eventuellt ett variabelbyte)
1 d b
[ = L avetan (222
Cc1 ( 1 ) 11 Cc1 \/a
Je

I den andra, som &r av formen

10



3 Integraler med trigonometeriska uttryck

Med trigonometeriska uttryck avses hir uttryck som involverar de trigonometriska funktionerna cos x, sin x
och tan .

Det hér avsnittet handlar om teknik man kan anvinda sig av for att (i princip) bestimma primitiva
funktioner till vissa sana uttryck. Det gar ut pa att gora ett variabelbyte som leder till en (rationell)
funktion som sen integreras. Tillsist gar man tillbaka till den ursprungliga variabeln.

En av de viktigaste metoderna vid integration &r omskrivning. Den &r speciellt viktig vid integration av
trigonometriska uttryck, eftersom det finns sa manga samband mellan trigonometriska funktioner. Mest
anvinds den trigonometriska ettan, men dven formlerna f6r dubbla (och halva) vinkeln.

3.1 Uttryck av formen f(cosaz)sinaz och f(sinaz)cosax

Om uttrycket dr av formen f(sin az) cos ax leder variabel byte till

. | t=-sinax 1
/f(smax)cosazdx—{ d — acosar du }— o /f(t)dt

och man hoppas kunna integrera f. Pa liknande sétt hanteras uttryck av formen f(cosax)sinax.

Bada dessa substitutioner faller under katergorin att man “kédnner igen en inre derivata”. Uttrycken &r
i detta fall ett uttryck med nat som bara beror pa en av cosaz eller sinaz sedan multiplicerat med én
faktor sin ax respektive cos ax.

Exampel 3.1 Berdkna [cos* 5z sin 5z dz.

Lésning Vi siitter héir ¢ = cos 5z och har dt = —5sin bz dz, eller —dt/5 = sin 5z dx. Detta ger

1 1 1
4 : 4 5 5
5 Srder = —— [t"dt=——1"=—— 5z.
/cos x sin bx dx 5/ 9% 55 €08’ 52
O
. cos 2x
Exampel 3.2 Berdikna [ ———dx
sin“ 2x 44
Losning Vi sitter hér ¢ = sin 2z och har da dt = 2 cos 2z dz, eller cos2x dx = dt/2 :
cos 2x 1 dt 11 dt 1
——dr = - [——=--- [ ———— = - -2arctant/2 =
/sin22x+4 o 2/t2+4 2 4/(t/2)2+1 g 2arctant/
1
= Zarctan(sin(?x)ﬂ).
O

Ibland maste man “férbereda” integranden for att kunna anvéinda tekniken i detta avsnitt.
Exampel 3.3 Berdkna [sin® z dx.

Losning Med hjalp av trigonometriska ettan har man

/ sin® 3z dx

/Sin4 3xsin3x dr = /(1 —cos®3z)? sin3x dx = {t = cos 3z} =

_ _% /(1_t2)2dt:_% /(1—2t2+t4)dt:—%(t—2t3/3+t5/5):

L 3 +2 33 L 53
= ——= COS o — COS r — — COS X.
3 9 15

11



O

Tekniken i exempel 3.3 kan anvindas féor att bestdimma primitiva funktioner till udda potenser
av sinax och cosazx. Vi aterkommer till jimna sana potenser senare.

Den fungerar dven for att bestimma produkter av en potens av sin ax och en potens av cos ax, sa linge
.. o . . . . = .

en av potenserna #r en udda san. T.ex gor omskrivningen sin® 2z cos® 22 = sin® 2z cos* 2z cos 2z =

sin® 22(1 — sin® 22)2 cos z att vi ska integrera ett uttryck pa formen f(sinz)cosz.

dx

Exampel 3.4 Berc’ikna/ - .
sin 3x

Losning Vi forldnger med sin 3z och anvénder trigonometriska ettan:

/ der /sin?)x daz—/ 1 - in 32 do — t=cosdx, dt = —3sinzdr | _
sin3z sin?3z =~ J 1—cos?3z ~ | sinzdx = —t/3dt -
1 dt 1 1 11 1 1
= f*/727/7dt:{PBU}:f~f/(—f—)dt:
3 1= 3)J@t-1@E+1) 3 2 t—1 t+1
1 1 t—1 11 s3x — 1
= galn‘m :g-iln‘%‘:ﬂ?érlanger for forenkling} =
1 1, |(cos3z—1)? 1
B I e [ A AP |
3 2" —sin? 3z 3N T SN
O
Exampel 3.5 Berdkna /SI$
cosx + sin 2z
Losning Vi har att sin 22 = 2 cos z sin x och far med detta och sen forlinging med cos x att
sinx sin x sin x cos x t =sinx
/%d:c = / - d:z::/ — - dr = =
cos x + sin 2z cosz(1l + 2sinx) (1 —sin®z)(1 + 2sinx) dt = cosz dx
—/ ! dt—/(A+B+O)dt—
B 1-t)1+t)(1+2t) J\1—t 14+t 142t/
1 1 2. 1 (1+1)3
= {HPger A= -, B=-,C=—-2-}=_1 ‘—‘:
{HP ger 4 =75 2 L e Ty
1 (1+sinz)?
= fln‘ - - ‘
6 |(1—sinz)(1+2sinx)?
O

3.2 Uttryck av formen sin?" az och cos®" ax

Omskrivning ger att
/sin2"+1(ax) cos™ (ax) dx = /(1 — cos® ax)" cos™ (ax) sin(azx) d.

liksom att
/sin” (az) cos®™ ! (ax) dx = /sin"(ax)(l — sin? ax)™ cos(ax) d.
Dessa integraler kan allsta hanteras som i avsnitt 3.1.
For integraler av formen
/sinQ”(ax) cos®™ (az) dx
2

dr situationen annorlunda. De hanteras genom att man férst anvidnder att t.ex. cos®ax = 1 — sin” ax
och sen utvecklar sin®” az(1 — sin? az)™. Resultatet blir en summa av jémna potenser av sinax. Det

2
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betyder att det ricker att fundera éver hur en jimn potens av sinax (eller cosaz) ska integreras. Efter
ett variabelbyte ricker dett att kolla pa jimna potenser av sinz (cosz = sin(n/2 — x).)

Tekniken for att hitta en primitiv funktion till sin®” z #r att skriva den som en summa med termer av
cos v for olika vinklar v (och inga potenser av cosinus-termerna).

Man kan gora detta pa lite olika sitt. Ett gar ut pa att man anvinder formeln for cosinus for dubbla
vinkeln: cos2z = cos® x — sin® x, som ger sin?2 = (1 — cos2z)/2 och cos? 2 = (1 + cos2z)/2. Man kan
behova anvinda detta upprepade ganger. Hér &r ett exempel:

Exampel 3.6 Berikna [sinz dx.

Losning Vi har sin® 2 = (sin?2)? = ((1 — cos2z)/2)? = 1/4 — cos 22/2 + cos? 22 /4. Nu anvinder vi att
cos? 2z = (1 + cos4x)/2 och far

1 1 1 1 3 1 1
.4 - - - - - & :
/sm rdr = /(4 20082x+ 3 + 8COS41’) dx Sx 4sm2x+ 3 sin 4x.

Exampel 3.7 Berdkna fsin2 3x cos? 3x dx.

Vi anviinder att cos?3z = 1 — sin? 3z och far att vi ska integrera sin? 3z — sin® 3z. Vi gor varibelbytet
t = 3z, de = dt/3 och far att

/sin2 3rcos?3xdr = % /(sin2 t — sin* t) dt.

Den sista termen har vi precis integrerat och den forsta blir

1 1 1

/sin2tdt = 5/(1—cos21t)dt:51&—13111215

Totalt blir det darfor
1 1 1 1 1
sin3zcos?3xdr = —t— —sin2— —t+ —sin2t — — sindt =
6 12 8 12 96
1 1. o
= —X— —sln

T R

Ett annat sétt att 16sa just denna uppgift dr att ocksa anvinda att 2sin «cosa = sin 2a. Integranden
blir med den omskrivningen sin?(6z)/4 = (1/4)(1/2)(1 — cos 12x) = 1/8 — cos(122)/8, som integreras till
x/8 — sin(12x)/96. O

2

Om man vill fa systematik i omskrivningen av sin“" z som en summa av cosinus-termer for olika vinklar

kan man anvanda att
: i —ix
sinx = — (e —e
21( )’
dar e = cosx + isinz. Man far da

1

sin?" ¢ = (—1)"- ﬁ(e” _ e—im)Qn,

dir man sen anvinder binomialsatsen for att utveckla hogra ledet och att e*** 4 e~ = 2 cos k.

Hér dr ett exempel pa detta:

Exampel 3.8 Skriv sin® z som en summa av cosinus-termer.

13



Losning Vi har

1 . _\6
sin®z = ( (e””fe*”))

2i
Koefficienterna i Pascals triangel pa raden for potenser av 6 dr 1, 6,15, 20, 15, 6, 1. Utveckling ger

6 1

sinx = —6—4(ei6m — 6™ 4 15e%2% — 20 4+ 15e 712 — e 1T 4 o7 07) =
1 5 15 3 1
= —@(2cos6:c — 12 cos4x + 30 cos 2z — 20) = 6 32 cos 2z + 6 cosdz — 3" cos 6.
0
sin™ ax
3.3 Uttryck av formen ———
cos™ ax

I kurboken gors, som ofta i amerikanska ldrobocker, en viss affar av att integrera uttryck av formen
tan® x sec? x. Eftersom vi inte #gnat sekant-funktionen nan vidare uppmérksamhet blir det mérkligt,
men secx = 1/cosz och tanz = sinx/cosz, sa varje uttryck tan? xzsec?x dr ett uttryck av formen
sin™ x/cos™ z (ddr m < n), sa man kan lika gérna dgna sig at sana kvoter generellt (och det &r inte
svarare).

Nér m dr ett udda posivit heltal, 1at oss siga m = 2k + 1 kan man anvinda tekniken i avsnitt 3.1 efter
omskrivning:

. 2k+1 2,k 2\k

sin T 1—cos*zx 1-1¢

/7dx = /Q-sinxdx:{t:cosx}:—/!dt,
cos™ T cos™ tm

som inte &r nan svarighet att berékna.

Exampel 3.9 Berdkna [tan® z dx.

Losning Vi har

/tan3 T dx

-3 2 2
1-— t*—1
/sm xdx:/&-sinxdx:{t:cosx}:/ dt =
3

cos3 x cos> x

1 1 1 1
(5 ) dt=tnfcosal 4 5

Nér m &r jimnt, 1lat oss sdga m = 2k, &r situationen annorlunda. Omskrivning ger

2k 2,.0\k
sin“"® x 1 —cos“x

= [ULEeso”
cos" x cos" x

sa efter utveckling av potensen i téljaren ser vi att det ricker att hantera

1
/ dx
cos™ x

Nir n dr jamnt, 1at oss siga n = 2k, kan vi utnyttja variabelbytet ¢ = tan x, som ger dt = dx/ cos? z och
1/cos?z = 1+tan®x = 1 4+ t2. Det ger da

dx 1 k-1 1
= : de = [(1+¢3)Ftdt
/cos2’C x /<COS2 x) cos2x T /( +)
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som #r latt att integrera efter utveckling av potensen.
Ibland kan man hitta genvigar som underléttar jamfort med att folja den allmédnna metoden:

sin x

dx.

Exampel 3.10 Berdlma/ 5
cosb x

Losning Vi har

.4
sin“x 4 1 o (a1 )
/COSGIdx_/tan x-cos?xdx_{t_tanx}_/t dt—g'tan z.

Exampel 3.11 Berdikna [tanz dz.

Losning Vi har

/tan4 x dx

.4 2.2
1-— 1 1
/sm Idx:/wdx:/( —92. —|—1)d$:
costzx costz costzx cos? x

B 1 1 [ t=tanz, 1/cos?z=1+¢> |
= /COSQx-COSQ$dx2tanx+x{dt:l/COSQx =

Nér n = 1 har vi, med tekniken i avsnitt 3.1, efter forlining med cosz

/dm = /Cosxzdx:{t:sinx}:/(ltdt:{PBUmedHP}:
- -

cos T 1 —sin )1 +1)
1 1 1 1 1+sinz 1 (1 +sinz)? 1+sinz
o
2/(1—t+1+t> 2 . 1 —sinx 2 . cos?x . cos T
= ln’ +tanx’.
cos T

Integrander med annan udda potens av cos x i nimnaren kan beriiknas med (upprepad) partiell integration

enligt formel:

dx 1 1
Izk+1=/7 = /7-7d;v:{PI}:

cosZk+l g cos?k—1  cos2 g cos?k—1g
2

sinx

-tanx—(2k—1)/

cos?2k

sin x

COS™

sinx 1 —cos“x sinx
= —— — (2]{3 — 1)/ dr = — (2]17 — 1)(12k+1 — ng_l),

cosZk g cos2ktl g cosZk g
som ger
Dopss = / dx _ i . sinx n 2k — 1 / 1 do —
cos2ktl g 2k cos?k x 2k cosZk—1
1 sin x 2k — 1

T 2%k costg * 2k ok,

dar
Ilz/dx de — ln‘l—l—sin;v‘.
cos T cos T

4 Integraler med rotuttryck

1 1
/(1+t2)dt—2tanx+a::tana:+§~tan3x—2tanx—|—x:g-tan?’x—tanx—i—x.

O

dx

Nér det géller integraler med rotuttryck finns det en rad olika substitutioner och ansatser man kan gora
for att berdkna dem. Vi ska hér begrinsa oss till fallet da det under roten star ett polynom av grad 1 eller
2 och en kvot av tva polynom av grad 2. Gemensamt fér de olika typerna av integraler vi ska behandla
ar att det ibland finns genvégar vid berckningarna, t.ex. nir man “kdnner igen en inre derivata’.

15



ar +b
cr +d

4.1 Integraler med

En standardsubstitution att préva nir integranden innehéller /(az + b)/(cz + d) (dir minst en av a
och ¢ &r # 0) r att sitta y = \/(az + b)/(cx + d). Observera att detta giller dven nir ¢ = 0,d = 1 :

Yy =+vax +b.

z+vVr+1
———dx

Exampel 4.1 Berdkna /
T+ 2

Losning Sitt y = /x + 1, sd att © = y2 — 1 och dx = 2y dy. Variabelbytet ger

/z+\/z+1dx B /y -1+4+y 9y dy /2y(y2+1)—|—2(y2+1)—(4y+2)d
T +2 B 2+1 N y?+1

2y 1 2 2
/<2y+2—2y2+1—2y2+1)dy:y +2y —2In(y“+ 1) — 2arctany =
= z+14+2Vx+1-2In(x +2) — 2arctan(vx + 1).

O
2
Exampel 4.2 Berc’ikna/ g/x+4d:1:.
0 x—’-l
Losning Med y = /(x +4)/(x + 1) giller att z = (4 —y?)/(y> — 1) = =1+ 3/(y*> — 1) och dx =
—6y/(y?* — 1)2. Omriknade grinser ger dirfor
2 V2 2
/,/“”‘dx:_a/ _r g
o Va+l 2 (y—1)(y+1)?
For att underlatta PBU noterar vi att
; (—6+0)
(y-12@+1?2 \(y-1y+1)/ "
Vi kan dérfor ta en genviig vid PBU:
2 2 1 1 1 2
S (*) = { "Inre” PBU *f(iJri) = { Utveckling } =
= = = = g =
(y —1)*(y +1)? =Dy +1) ¢ =3 1 y+1 t }
1 1 2
= - PBU i mitt =
i (e R s y+1 ) = {PU fmiten )
_ 1( 1 n 1 )
o4 \(y—-1)2 y-1 y+1 y+1
Detta ger
/2/1:+4d 6/2< L L1 )d
€T = _ _— =
o Vao+l 4 ) s\y-1)?2 y-1 y+1 w+12/ Y
B §[_ ’y ’_ r _ Forlingning _
) y—1 —|—1 y+1lvz Gemensamt brak [ —
3 (y 2 3 4
- 71’ ’— } —7(1 <7>—1 3-2v2) - - 22):
2[ny2—1 y—1f2n3 n(3-2v2) — 3 +2v2
= 3[—2—§1n(9—6\f2).
O
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4.2 Integraler med rot ur andragradare

Vid den hér typen av integraler finns det tre typer av substitutioner man kan anvinda sig av beroende pa
situationen. Samtliga &r av karaktéiren “sétt x till nat som underldttar,” vilket dr den minst uppenbara
typen av variabelbyten.

Vid rot av andragradare kan man forst gora kvadratkomplettering och sedan ett férberedande variabel-
byte:

NP ——— Va/@+b)2+e = {t=z+b} = VayB+c nira>0
V=ay/—(x+b)2+ec; = {t=x+b} = V—ave —t2 nira<0

Det betyder att, efter ett sant byte, ricker det att kunna hantera uttryck av formen va2 — 22, Va2 + a2
och vz2 — a? (dér vi anvént a och z i ny betydelse), dér a > 0.

Vid trigonometerisk substitution utnyttjar man att

a? —a’sin?t = a®cos®t, eftersom a?cos®t + a®sin’t = a?,
a’tan’t +a? = o2 / cos? t, som bada ir derivata till a? tant, eller omskrivet
a’/cos’t —a®> = a*tan®z.

Detta ger foljande

Vid
a? — 2?2  sitt x = asint, —7w/2 <t < 7w/2, sa att va? — 22 = acost, dr =acost
. a a
Va4 a?  sitt 2 = atant, —w/2 <t < 7/2, sa att \/x2+a2:—t, dx:72t
Cos cos
asint

a .
22 —a? sitte=——,0<t<7/2, 7 <t<3m/2, sdattva?+a®=atant, dr= .
cost cos?t

Forklaringen till de olika valen av intervall &r att det i substitutionen maste ga att entydigt 16sa ut ¢ som
funktion av x € [—a, a], samtidigt som man vill undvika absolutbelopp nér kvadratroten uttrycks med
variabeln ¢. I praktiskt rdknande réicker det att komma ihag att inte ta med dessa absolutbelopp.

Nar man anvéinder dessa substitutioner har man ibland anvdndning av hur 6vriga trigonometeriska funk-
tioner uttrycks med hjilp av z. Da kan foljande hjdlptrianglar underlétta (i tur och ordning):

a - Va2 + z2
t t

Va2 — 22 a a
sint =z/a tanz = x/a cost =a/x
cost = +va? —a2?/a cost = a/v/a? + 2 sint = va? — 2% /x
tant = x/va? — 22 sint = x/v/a? + 22 tant = /22 —a?/a

Exampel 4.3 Berdkna /\/ 1—22dx.

Losning Sitt x = sint sa att /1 — 22 = cost och dx = cost dt. Det ger
1 1 1 1 1
/\/l—xde = /cothdt: = /(1+cos2t)dt: —(t+ =sin2t) = —t+ = sintcost =
2 2 2 2 2
1 1
B arcsinx+§x\/1—x2
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Integralen kan dven beridknas med partiell integration:

2
T
I=[V1—22de = Pll==x 1—x2+/
/ {rr} N
= x\/l—x2—/\/1—xde+arcsinx:x\/1—x2—I—i—arcsinx,

1— 22 1
de =21 — 22 — / 1_m2—\/1_$2)d:1:=

som ger
1 1
2 = x+/1— 22 + arcsinz, eller I:§arcsinx+§x\/1—x2.

O

Man ska se upp nédr man integrerar uttryck med rot ur andragradare. Ibland kan man kdnna igen en inre
derivata som gor att det gar att anvénda en enklare substitution &n en trigonometrisk.

T
Exampel 4.4 Berikna | ———dz
P /\/1‘2 -1

Losning Den tirognometriska substitutionen skulle hér varit att séitta £ = 1/cost, men vi kiinner igen
x i integranden som derivatan till 22 — 1, si nir som pa en konstant. Vi sitter dirfor t = 22 — 1 sa att
dt/2 = x dz, vilket ger

1 dt
xr2 —

1
Exampel 4.5 Berdikna /7(1:1:
P vz -1

Lésning Hir ser vi ingen genviig utan siitter z = 1/ cost, s att a2 — 1 = tanx och dx = sint dt/ cos? t,
vilket ger

/ 1 dr — /c.ost. sint dt:/ 1 dt:/ COS_tht: u=sint _
2 —1 sint cos?t cost 1 —sin du = cost
du 1 1 1 1 1+u
- [ _PBU}=- ( )d -1 ‘:
/(1—u)(1—|—u) { ! 2/ —u T d T My

1 1 2 1+ sint
= {Fbrléingmedl—i—u}:fln‘( + ) ‘zln‘ +sin ‘:1n|x+\/;v2—1|
2 1—u? cost

O

I nésta exempel behover vi forst gora en kvadratkomplettering f6r att kunna utnyttja en trigonometrisk
substitution.

Exampel 4.6 Bemkna/ dv
Va2 +2x+5
Losning
/ x ir = / dx :{y:x+1}:/ dy :{y:2tant }_
Va2 1+ 22 15 e+ 1)2+4 dy = dx /y% t 4 dy = 2dt/cos*t
cost 2 dt 1+sint
= /T@dt: m—{Setldlgareexempel}—l ‘W’:
= In ——&—tant —ln‘——|—2tant —In2=Injvy2+22+y|—-In2=
cost
= Injlva?+2z+5+z+1]—In2.
Aven In |22 + 22 + 5 + x + 1] #r en primitiv funktion till 1/(22 4 2z + 5). O
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