Losningar till MVE016 Matematisk analys i en variabel for I1 17-xx-yy

1. (a) Division ger

y/ (1 +.’L‘2)1/2
—pe )

1+ 92 (1+22)?

= —x(1+422)73/2

vilket ger

dy 2\—3/2

arctany = (1+2%)"Y24C.

diir C &r en godtycklig konstant. Vi ska ha 1 = y(0), sa arctan(1) = 1 + C, och
C = 7/4—1. Vi tar tangens av bada sidor och far y = tan((1+22)~ /2 +7/4—1).
Svar: y(z) = tan(1/v/1+ 22 + 7/4 — 1).

(b) Division med z > 0 ger ¢/ +(z+1/2)y = e /2. Vi har J(z+1/z)dx = 2*/2+Inz,
sa integrerande faktor &ar o’ /2+Ina
och vi far

= z¢*"/2. Ekvationen multipliceras med denna

2

D(yxe””Q/Q) = xe”

som integreras till yace””?/2 = ew2/2 + C1, dér C; ar en godtycklig konstant. Vi
loser ut y och far svaret (C' = 2C1)

z2/2 C z2

e et +C

y(l‘) = + 2 2 = 2 2
2z xer?/ 2xe®?/

Svar: y(z) = (e*” + C)/(2we*’/2), dir C &r en godtycklig konstant.

2. (a) Kvadratkomplettering och integration ger

1 1
—dx = /—da::arcsin r—1)(+C

/\/2x—x2 V1—(x—1)2 ( )+C)

Svar: arcsin(z — 1)(4+C).
(b) Iintegralen [;° 1/(2(z—1)?)dx &r enda generalisering i oo, eftersom 1/(z(z—1)?)

dr definierat och kontinuerligt nir z > 1.

Gor partialbraksuppdelning och ansétter

1 a b c

d@-1? o @1

z—1
Skriver pa gemensamt brak och far att téljarna ska vara lika, dvs
1 = alz—1)*+bx+cx(z—1).

r=0gera=1 2 =1ger b= 1. Vijamfor 22 pa bada sidor och far 0 = a + ¢,
dvs ¢ = —1.



Vi far
o 1 /1 1 1 1 o
S - - — [z —— 4m@-1] =
/2 x(z —1)2 /2 (x+(x—1)2 x—l)dJU [nx x—1+n(x )L

- [m( r )— 1 }m:1n1—0—1n2+1:1—1n2.
x—112

Svar: 1 — In2.

3. Vi har
el = 1Ht+t72 4
In(l+t) = t—t3/24--
cost = 1—t2/24t1/24—....
Vi far
(e —1)In(1+2%)  (1+2z+22>+--)—1)(2® —a®/2+...)
(1 —cos 3x) (1—(1—922/2+81z4/24 —--))2
(2z 4222 + ) (a3 —ab/24 )
T (9222 —81z%/24 + - )(922/2 — 81z /24 + 1)
22% + 225 + -+ 242z + - 2 8
T RLwi/4_72925/12 + - 814 72922/12 + -  81/4 81’
nir z — 0.
Svar: 8/81.

4. Serien &r alternerande och 1/(2n(2n — 1)9™) avtar mot 0, sa den dr konvergent enligt
kriteriet for alternerande serier.

Vi siitter f(z) =Y 02 (—=1)"x?"/(2n(2n—1)) och har d& att seriens summa &r f(1/3).

n=1
Vi forsoker kinna igen f(z) som en "vanlig” funktion och har, nér |z| < 1,

, _ 0 (71)nx2n71
f'(@) = ;7%_1
Pl = et e Yty =

Integration ger f'(x) = —arctanx 4+ C1, men f'(0) = 0, sa C; = 0. Ytterligare integ-
ration ger

f(l‘) = _/1'arCtanxd$:{PI}:—xarctanx+/ dr =

_r

1+ 22
1

= —zarctanx + 3 In(1 4 2%) + Oy,

men f(0) = 0, s& Cy = 0. Detta ger att summan &r f(1/3) = arctan(1/3)/3 +
In(10/9)/2.

Svar: f(1/3) = arctan(1/3)/3 +1n(10/9)/2.

5. Skalformeln ger att kroppens volym &r
! 1 1 1.7
27r/ r(z? +2)de = 277{— + —} = 27r(— + o) = m
0

Svar: 77 /6.



6. Lat p(t) vara priset vid tiden ¢. Vi vet att p(0) = p, att jimviktspriset dr px och att
p'(t) = k(p* —p(t), som vi kan skriva om till en separabel ekvation, eller som en forsta
ordningens linjir: p’(t) + kp(t) = kp * . Konstanten k dr > 0, eftersom p(t) avtar om
p(t) > px och vixer om p(t) < px*.

Vi foredrar férsta ordningens linjér och har [ kdt = kt, s& integrerande faktor &r ekt

Detta ger

D(eMp(t)) = px*-ke*® som integreras:
eMp(t) = px-ef+C.

Men p(0) = p ger p = px +C, dvs C = p — p* . Vi loser ut p(t) och far p(t) =
p*+(p*—p)e ¥t Vi har att p(t) — p*, nir ¢t — oo. Om p > p* avtar p(t) mot p*, om
p < px véxer p(t) mot px, och om p = px dr p(t) konstanten p * .

p(0) < p* //

p(t=p*

Svar: p(t) = p* +(p * —p)e ¥, dir k > 0 #r en konstant.

7. Idé-skiss fér behallaren:

x = f(y)

Skivformeln ger att vitskans volym nér hojden &r y ges av v(y) = foy 7f(s)? ds. Enligt

Torricelli géller att v'(y(t))y'(t) = k\/y(t) + ¢, for nagra konstanter k och c. Héar &r
k < 0, eftersom y'(t) dr negativt, medan v'(y) dr > 0, for volymen viixer med y.

Vi har v'(y) = 7 f(y)?. Vi vill att y/(¢) ska vara konstant, 1at oss siga c¢; < 0.
Vi far f(y)? = %\/y T c. Visitter \/k/(mc1) = a > 0 och har att f(y) = a(y +¢)*/*

déar a > 0.

Svar: f(y) = a(y + ¢)*/4, dér a och ¢ ir positiva konstanter.



