Losningar till MVE016 Matematisk analys i en variabel for 11 17-01-11

1. (a)

Division ger

T xT

1+22 7 T 1422
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som &r linjér av férsta ordningen. Eftersom A(z) = [ z/(1+2?) dz = In(1+2?)/2,
ar eA(®) = /1 + 22 en integrerande faktor. Ekvationen multipliceras med denna
och man far

T

som integreras till
yvV1i+a2 = J/1+4+22+C,

dér C ar en godtycklig konstant. Vi 16ser ut y och far

c
V1422

Svar y(z) =14 C/v/1+ 22, dir C &r en godtycklig konstant.

Den homogena ekvationen har karakteristisk ekvation 0 = 2 4 2r +2 =
(r+1)2 + 1, som ger r = —1 4 4. Losningsformel ger att losningarna till den
homogena ekvationen &r

y = 1+

yp = e “(Acosz+ Bsinz),

dir A och B ar godtyckliga konstanter.

Vi soker en partikulérlosning och ansédtter y, = ax + b, ett polynom av samma
grad som i hogra ledet. Vi har y;, = a och y, = 0, som efter inséttning ger

2a+2(ax+b) = =z

vilket ger a =1/2, b= —1/2,sa yp, = (z — 1)/2.
Vi har att y = y5, +yp och bestdmmer nu A och B sa att y(0) = —1/2, '(0) = 1.
Vi ska alltsa ha

-1/2=y(0) = 1-(A-1+B-0)+(0-1)/2=A-1/2,

som ger A = 0. Derivering av y = Be ®sinx + (z — 1)/2 ger
y = Be *(—sinx + cosz) + 1/2 och vi ska ha

1=9(0) = B+1/2

dvs B =1/2.
Svar: y(z) = (e Fsinz +z — 1)/2.



2. (a) Kvadratkomplettering ger

3 3
1 1 3
L m der = /2 m dr = [arctan(x — 2):|2 — arctan1 — arctan(0 = 7T/4
Svar: 7/4.

(b) Vi séitter u = sinx och har da du = cosz dx, sa att

/sinxcosx de — / U J
(1+sinz)? Tz (14 u)? v

Vi gor partialbraksuppdelning och ansétter

U A n B
(1+u)? (I4+uw)?2 14w

Gemensamt brak ger att viskahau=A+ B(l4+u),dvs B=1, A= —
Integration ger nu

U 1 1
———du = ——+In|l =————+In(1+si C
/(1+u)2 “ 1+u+n| +ul 1+Sinz+n( +sinz) (+C)

Svar: 1/(1 +sinz) + In(1 +sinz) (+C, dér C &r en godtycklig funktion som &r
konstant pa varje intervall i definitionsméngden.)

3. Vi sétter
(e* +e ®)cosx — 2

zrarctanx — x2

Q=

och utvecklar i potensserier kring = 0. Vi har

x -z _ 91 z? zt 8 a8
e’ te = <+—+E+a+§+...)
_ D A
cosr = —§+I_a+g+,,,
@ —x _ 2 1 4 2 2 1 s
(e +e F)cosx = 2(1+<I_(2')2)x +(8' TIRET ))x +)
2 32
(e +e *)cosx —2 = m4(76+§x4+”')
arctan x x 1 3+1 54
= — -z —
3 )
2 a0 11
zarctanz —z° = z°(—=+-x+--")
3 5
Vi far déarfor
-3+ 82t
Q = —1
**4’51174’
nédr z — 0.
Svar: 1.



4. (a) Med
) n
n(n —1)3"

har vi

Ap+1
Qnp

lz+2[ n(n-1) . |z + 2|
3 (n+1)n 3

nér n — co. Kvotkriteriet ger att serien &r (absolut)konvergent nér |z +2|/3 < 1,
dvs nér |z + 2| < 3.

Nir z = —5 far vi en serie med termerna a,, = 1/(n(n — 1)) som vi jimfor med
termerna i den konvergenta serien > 1/n%. Med b, = 1/n? har vi a, /b, — 1 >
0, ndr n — oo. Jamforelsekriteriet pa grinsviardesform ger darfor att serien #r
konvergent nir x = —5, eftersom Y 1/n? &r det.

Nér z = 1 har vi serien Y (—1)"/(n(n — 1)), som dr absolutkonveregent eftersom
>>1/(n(n — 1)) dr konvergent.

Svar Potensserien har konvergensintervallet [—5, 1] och konvergerar alltsa precis
nér x ligger i detta intervall.

0o _1)n
(b) Vi sdtter f(t) = Z Qt” och har da att den sokta seriens summa &r
— n(n—1)
f(—=2/3) och att p(x) = f((z+2)/3). Vi forsoker identifiera f(t) med en “vanlig”

funktion.
Derivering ger

Fly = > 7(7:):15”*1 = Z(q)ﬂ“% =In(1+1)
n=2 n=1

Integrering ger
£t = /1~ln(1+t)dt:{PI}:(1+t)ln(1+t)—t+C.

Men f(0) =0, sa C = 0.
Svar p(z) = ((z+5)/3) In((x+5)/3) — (x+2)/3 och seriens summa &r (2—1n 3)/3.

1 1
5. Vi har = -, niir = +31/4. Skalformeln ger att kroppens volym ir
1+z¢ 4
31/4 2_31/4
1 1 3
/0 27mc(1+7x4—1) der = w{arctanxQ—%}o =

= 7r(arctanf—§)z7r2/3—\/§7r/4.

Svar: 72/3 — /3 /4.

6. Vi siitter tiden for forvirvet till ¢ = 0, sa att y(0) = b/10. Vi l6ser den logistiska
ekvationen, som &r separabel (y = 0 och y = b &r losningar):

/M = faa



Vi gor PBU i vénstra ledet och ansétter

1 A B

- = 4y __—
y(1—y/b) y 1-y/b
Gemensamt brakstreck ger 1 = A(1 — y/b) + By, dvs A=1, B=1/b.

Integration och exponentiering ger nu

Yy
= t
1n‘l—y/b at +
Yy _ at
T Ce

dir vi satt C = +e1. Men y(0) = b/10 ger b/9 = C. Vi siitter f = be? /9 och loser ut
y ur y/(1 —y/b) = f. Multiplikation ger
y = (1—-y/b)f
ya+f/b) = f
be /9 b

yo= HOEIN = s = gew g1

Avverkningen ska borja néir b/2 = y(t), dvs nir 9e~** = 1. Logaritmering ger at = In9,

och t = 2In3/a. Den takt som ska hallas dr (instéttning av y = b/2 i ursprungliga
ekvationen) y' = a-b/2(1 — 1/2) = ab/4.
Svar: Avverkningen ska bérja 2In3/a ar efter forvirvet, och den takt som man ska
avverka med #r ab/4 m3/ar.
. Tangent i (a, f(a)) har riktningskoefficentern f’(a). Om k &r normalens riktningskoef-
ficient géller —1 = k- f'(a) efersom de bada linjerna &r vinkelriita mot varandra.
Vi far att normalen har ekvation y = (—1/f"(a))(z — a) + f(a). Den skér z-axeln i b,
sa (b—a) = f(a)f'(a).
Triangeln med hérn i (a,0), (a, f(a)) och (b,0) har arean |(b — a)| - |f(a)|/2. Eftersom
detta ska vara 2 oberoende av a far vi (vi ersétter a med x av bekvémlighet):
F@)*f'(x) = +4,

som integreras till f(z)3/3 = +4x + Cy, dir C; #r en godtycklig konstant. Vi far tva
mojligheter (C = 3C1)

fle) = (120+0)"?

flo) = (-122+C)'F°
Eftersom vi ska ha f(3) = 2 géller f(z) = (122—28)'/3 respektive f(z) = (44—12z)/5.
Svar: f(z) = (12x — 28)Y/3 och f(z) = (44 — 12z)"/3.
. Kriterium: Antag att den positiva foljden {a,}52, avtar mot 0. Da &r den alterne-

[e.9]
rande serien Z(—l)"an konvergent.
n=0

Bevis For partialsumman Ss, 1 till serien géller

Sont1 = ag—(a1—az)—: - -—(a2n—1—a2,) —G2nt+1 = (a0—a1)+(az—asz)+ - -+(a2n—a2n+1)-



Hér dr allt inom parenteser positivt eftersom foljden {a,} avtar mot 0. Detta ger att
for varje n ar Son+1 < ag och Sa,_1 < Sonpt1. Féjden av partialsummor med udda
index ér alltsa vixande och uppat begriinsad och har darfor (enlig sats) ett griansvérde
som vi kan beteckna med s = lim,, 00 S2p+1-

For Sy, giller nu Sa, = Son+1 — a2n41 — s + 0 = s, ndr n — oo, eftersom a,, avtar
mot 0.

Det betyder att seriens partialsummor har gransvéirdet s, och serien ar darfor konver-
gent (med summan s) enligt definition.



