Losningar till MVE016 Matematisk analys i en variabel for I1 17-08-14

1. (a)

Division ger

, sinx

Yy + -y =24 cosx.

24 cosx

Ekvationen &r linjar av forsta ordningen. Integration av koefficienten framfor y
ger

/ﬁdw = —1In(2+cosx)
2+ coszx

Integrerande faktor ar darfor

e~ In(2+cos x) 1
2+ cosx
Multiplikation med denna ger ekvationen
D (y . ;> _ 2dcosz
2+ cosx 24 cosx
Integration ger
1
B — C
Y 2+coszx v
y = (x+C)(2+ cosz),

dér C dr en godtycklig konstant.

Svar: y = (z + C)(2 4 cosx), dar C dr en godtycklig konstant.

Den homogena ekvationen har karakteristisk ekvation 0 =2 — 2r + 1 =
(r —1)%, som ger dubbelroten 7 = 1. Losningsformel ger att 16sningarna till den
homogena ekvationen &r

yp = €e“(Axz+ B),

dér A och B ar godtyckliga konstanter.
Vi séker en partikulérldsning och ansétter y, = €2 (ax + b). Vi har
Yy, = €**(2ax 4 2b+ a) och y) = ** (4ax + 4b+ 2a + 2a), som efter insittning ger

(ax + b+ 2a)e* = xe**

vilket ger a = 1, b= —2 sd y, = 2% (z — 2).

Vi har att y = y, +y, = e*(Az + B) + **(z — 2). Begynnelsevillkor ger —2 =
y(0) = B — 2, s& B = 0. Derivering ger 3y = e®(Ax + A) + **(2z — 4 + 1).
Begynnelsevillkor ger 1 =¢/(0) = A — 3,884 A =4.

Svar: y(x) = 4ze® + (v — 2)e?*.



2. (a) Varibalebytet s =t + 1, ds = dt ger

1 2 2
t+2 s+1 1 1 1 1 72
| wr [ [ G- 05,

B 1 1 T4 1 7
2 8 2 8
Svar: 7/8.
(b) Vi har
/6 ¢ 1 /6 ¢
/ _ S g = {cos?t:1—2sin2t}=f/ &,thz{s:sint,dszcostdt}z
o cos2t+1 2Jp 1—sin“t
AR 11 Y2 1 1 1+s(71/2
- - ds=-.-— < —+ )dS:*[ln ‘:| =
2 )y 1-¢2 2 2/ 1—-s 1+s 4 1—-sllo
1
= --In3
1
Svar: In(3)/4.
3. Vi har kidinda Maclaurinutvecklingar:
3 2d
sine = x— 37 + = + termer av hogre grad
£
arctant = t— 3 + = + termer av hogre grad
26
arctanz? = 2% — 3 + termer av hogre grad
1
1—; = 1+t+t>+t3+ termer av hogre grad
1 2 4 6 i
T—2 = 1+ 2+ 2"+ 2° 4+ termer av hogre grad

Maclaurinpolynomet Ps av grad 5 kan beriknas som summan av termer av grad hogst
5 i uttrycket

(x—x—+m—)-x2-(1+m2+x4),

vilket dr samma som dito i uttrycket
2

23 (1—%)(1—&-%2),

Detta ger

Svar: 23 + 52° /6.



4. (a) Med
Ak

4k +1

ap —

har vi

‘akH’ I V| 4

7.7H
ag x4+l Ak 45 T

nir k — oo. Kvotkriteriet ger att serien &r (absolut)konvergent nir z* < 1, dvs
nir —1 < x < 1, och divergent nér |z| > 1.
Néar z =1 dr ar, = 1/(4k + 1). Med b, = 1/k giller att

Q. k 1

b ahel a Y

nir k — oo. Eftersom det &r ként att > 1/kP &r divergent ndr p < 1 giller att
> by dr divergent. Enligt jamforelsekriteriet pa grénsvirdesform géller samma
sak for > ay, eftersom 1/4 > 0.

Néar x = —1 har vi

1
4k +1°

Eftersom Y ar = — > (1/(4k 4+ 1)) dr den divergent enligt ovan.

ar =

Svar Potensserien ér konvergent precis for z i intervallet (—1, 1).
(b) Vi har
p/(z) = 1+x4+x8+:i
1—at

och att p(0) = 0.

Vi far
1 1 1 1
de = = (7 7)11 -
/1—x4 v 2/1—m2+1+x2 o

1 1 1 1 1 1 1+ 1
- (= de — - -1 ’ ’ L arct .
2/(2(1—x+1—|—x)+1+x2> z nl—g;+2 arctanz + C

p(x)

Eftersom p(0) =0 &r C = 0.

Svar: p(z) = In(|(x + 1)/(x — 1)|)/4 + arctan(z)/2.

5. Ekvationen 22 + (2/x)? = 5 har de positiva l6sningarna z = 1, z = 2. Skivformeln ger
att volymen ges av

7r/12<(\/5—7x2)2—<i>2>dx = 7r/12<5—x2—;2)dx—7r[5x—a;’3+jj?—
- 7T(10—7+2—5+%—4):7r(3—7):7r %

Svar: 27/3.



6. Med f(t) som i texten dr f'(t) fordindringstakten av méngden Polyphyphan i Rensjon
vid tiden ¢. Vid tiden ¢ &r koncentrationen av &mnet i sjon f(t)/V och det forsvinner
ut genom Bortan i takten rm?/h. Avrinningen resulterar alltsa i att det forsvinner
ur sjon i takten rf(t)/V vid tiden ¢. Samtidig tillfors sjon dmnet i en konstant takt
genom Tillan dar koncentrationen &r konstant c. Det resulterar i en okning i takten

rc.

Detta ger f/'(t) =rc—rf(t)/V.

(a)

Méngden av &mnet i sjon slutar 6ka da 0 = f/(t), dvs nér er = rf/V, vilket ger

f=cV.

Svar: cV kg.

Enligt ovan léser f ekvationen V f/ = r(cV — f), f(0) = 0.

Svar f(t) l6ser begynnelseviirdesporblemet Vy' = r(cV — y), y(0) = 0.
Ekvationen V f'(t) = r(cV — f(t)) separeras och vi far

[ e

I hogra ledet blir det rt + C, dér C' &r en godtycklig konstant. I vinstra ledet far
vi

v
/cV—fdf = —Vin(cV —f).

Vi far sambandet
—Vin(cV — f(t)) =rt + C.

Eftersom f(0) = 0 giiller att C = —V In(cV). Divison med —V ger In(cV — f) =
—rt/V + In(cV). Exponetierin ger

&V—f=cVe ™V och f=cV(1—eTV).

Vi soker t sa att f(t)/V = ¢/2, vilket ger eV =1/2 =" 1"2 sat = VIn(2) /7.

Svar: t = V' In(2)/r timmar efter utsldppets start.

7. Enligt formeln for lingden av en graf ska vi berdkna

In(8)/2

L= V14 (f'(z))?dx.

In(3)/2

Vi har f/(x) = e® som ger att

In(8)/2
L:/ V14 e2erdx.
In(3)/2

Vi provar att sitta t = v/1 + e2% och har dt = e**/\/1+ e2* dx = (t*> — 1)/t dz, eller
(t/(t? — 1)) dt = dx.



Variabelbytet ger

3 3 3
L:iét'ﬁéjdt:: L (1+ )t = L @+%(?%I—Eij)>ﬁ:

1 t—l}
2 t+1

1 1 /3
—1+74—m2+m$:1+74n0)

P+ 2 2 2

Svar: 1+1n(3/2)/2.

. Sats: Om potensserien p(z) = Y ¢,a™ konvergerar for z = b (b # 0) och divergerar
nir ¢ = d (d # 0), sa giller att p(x) konvergerar for alla x med |x| < |b| och divergerar
for alla z med |x| > |d|.

Bevis Eftersom Y ¢, b™ konvergerar giller att ¢,b™ — 0, nir n — co. Det ger att det
finns ett naturligt tal N sa att |¢,b"| < 1, for alla n > N. For sadan n har vi

z" n

b

ﬁ
b

lenz™| = |ead™] -

Nir |z| < |b] &r |o/b] < 1 och den geometriska serien ) |x/b|™ ér konvergent. Jam-
forelsekriteriet for positiva serier ger nu att )\ |c,2™| dr konvergent, vilket ocksa
ger att . |c ™| dr konvergent.

For « med |z| < |b] &r potensserien dérfér absolutkonvergent och dirmed (speciellt)
konvergent.

Om |z| > |d| och 3 ¢, x™ vore konvergent, skulle enligt ovan 3 ¢,,d™ vara konvergent,
vilket strider mot forutséittningen. Alltsa ér p(x) divergent nir |x| > |d].



