Losningar till MVEO017 Matematisk analys i en variabel for I1 18-01-10

1. (a) Division ger

= 15z - z
Y824 VT Barra
Vi har

152 5
T e = 2In(32% + 4
/3x2+4x 5 (327 +4),

vilket ger den integrerande faktorn (3z2 + 4)%/2. Ekvationen multipliceras med
den och vi far
D((32% 4 4)°%y) = x(322 + 4)2.

Integration ger

(322 +4)%/2y = (1/18)(32% + 4)% + C.
Vi ska ha y(0) = 1/9 vilket ger 16 -2/9 =16 -4/18 + C, dvs C = 0.
Vi léser ut y och far y = v/322 4+ 4/18.

Svar: y = V32 +4/18.

(b) Den homogena ekvationen har karakteristisk ekvation 0 = r? — 6r + 10 =
(r —3)% + 1, som ger rétterna r = 3 + i. Losningsformel ger att 16sningarna dr

y = e (Acosz + Bsinz),

didr A och B &r godtyckliga konstanter. Vi ska ha y(0) = 0, vilket ger A = 0, sa
y = Be3®sinz, som har ' = Be3®(3sinx + cos ). Vi ska ha ¢/(0) = 1, vilket ger
1=28.
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Svar: y(z) = e’ sinx.

2. (a) Anséttning for partialbraksuppdelning ger

20 —4x+3 A LB C
(x—-2)2x+1)  2-2 (-2)2 z+1

Handpéldggning ger B = (8 —8+3)/(2+1) =1,0ch C = (2+4+3)/(-3)? = 1.
Satter vi x = 0 far vi
3 A 1

= 4241
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vilket ger A = 1. Integration ger

/2x2—4x+3d_/<1+ 1 +1)d—
(r—22@+1) " z—2 (@-22 211"

In((e — 2)(x + 1)) ~ —

Svar: In((x — 2)(z + 1)) — 1/(z — 2).



(b) Omskrivning med ger

1 —sin“t¢ cos“t
I = R ) dt = N ) dt =
10 cost + sin 2t + sin“ tcost 10cost + 2costsint + sin“tcost

cost
- / ost g,
10+ 2sint + sin“ ¢

Vi sétter u = sint och har du = costdt, vilket ger

[wraa-] o/ 51
I = = 9 7L 1ftuy2
10 + 2u + u? 9+ 1—|—u 9/ 1+ +“
= 1arctan(l+u) 1 rctan( + sin t)
3 3 3

Svar: arctan((1 + sint)/3)/3.

3. Vi har kidnda Maclaurinutvecklingar:

3 5
. x x
sinx = x-— a7 + = + termer av hogre grad
3 5
x x ..
arctanx = x — 3 + = + termer av hogre grad
el = 1+4+t+t?/20+3/3! + termer av hogre grad
In(1+t) = t—t2/24+3/3 4 termer av hogre grad
Detta ger
rarctanz —zsine = (22 —2*/34+2%/54+. )~ (2* —2*/6+ ) =
= /6 + termer av hogre grad
och
e In(1+2%) -2 = (1—-2?+2*24+--)(2?—2?/24+ ) —2?=
= (=1-1/2)z* + termer av hogre grad.
Detta ger
rarctanx —xsinx —2*/6 + termer av hogre grad _
e’ In(1 +22) —22  —32%/2+ termer av hogre grad
~z* —1/6+ termer med z . -1 1
2t —3/24 termermedz -9 9’
nir x — 0.
Svar: 1/9.



4. (a) Med
ann-i-l

= )

har vi

An+41
Qn

T2 ‘ (n+1)?2 (n+1)!
antl n? (n+2)!

1
= 1+1/n)?—— =0
o)1+ 1)
nir n — oco. Kvotkriteriet ger att serien &r (absolut)konvergent for alla x.

Svar Potensserien ar konvergent for alla x.

(b) Med p(x) = > n2x" T /(n + 1)! har vi att den s6kta summan #r p(2) och att

, B n*(n+1)z" nx"™ nz" 1
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n=1 n—=
Vi har
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S D(X ) < DY ) = Dl = e

n=1 (n - 1)' n=1 (TL - 1)' n—0 n!
Detta ger p'(z) = z(1 + x)e”.
Vi far med partiell integration

p(r) = /(x2 +2)e” dr = (2 + z)e” — /(295 +1)e® do =

(% +z)e” — (22 + 1)e* + /26“' de = (2° —z +1)e” + C.
Eftersom p(0) = 0 #r C = —1. Detta ger p(2) = 3e? — 1.

Svar: 3eZ — 1.

5. Ekvationen 2 = 8x/(z% + 3) blir efter omskrivning 2% — 4z + 3 = 0, och har dérfor
l6sningarna x = 1 och x = 3. Om f(z) = 8z /(2 + 3) kan volymen enligt skalformeln
beréknas som

V_27r/13x($28f_3—2)dx

3 2 3
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2 W) = o) de =2 = de =
7T/1 ( 2213 2) do=2m ! (3(1+(})2) v+ 8) do

) —az? + 81:]? = 277(8\@(% —

Vi har
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Svar: 167(1 — +/37/6).



6. Vi later f(t) vara méingden (massan) salt (mitt i kg) i tanken vid tiden ¢ (miéitt i
minuter) och V(¢) vara volymen vétska i tanken vid tiden ¢ (métt i liter).

Enligt uppgift har vi V() = 10® — 6t och att

1 f@t)
")=6-=—12. =L
7o 3 V(t)
eftersom f(z)/V(t) 4r koncentrationen salt i tanken vid tiden ¢. Vi har f(0) = 0, sa
funktionen 16ser begynnelsevardesproblemet

/+712 =2 (0)=0
RTET A
Vi har
12
2 4t = —2In(10° — 6t
/103—6t n(10° - 61),

s& (10% — 6t)~2 #r en integrerande faktor. Multiplikation med den ger ekvationen
D((10® — 6t)2y) = 2(10° — 6t) 2,
som integreras till
(10% — 6t) "2y = (1/3)(10° — 6t)~* + C.
Eftersom y(0) = 0 har vi att C = —(1/3)1073. Vi léser ut y och far
f)=y@®) = (10°—6t)/3—1073(10° — 6t)*/3 = (10> — 6t)(1 — 10 *(10® — 61))/3 =
= 2.1073(10% — 6t) = 2(t — 6 - 1073¢2).

Detta ger f(t) = 2(1—12-1073¢), som visar att f(t) har sitt maximum nér ¢t = 103/12.
Den maximala saltméngden i tanken &r déarfor

f(10%/12) = (1/6)(10° — 10%/2) = 10 /12.

Svar: Mingden salt vid tiden ¢ minuter efter start #r 2(t — 6 - 1073t?) kg. Maximala
saltmiingden &r 103/12 kg och det sker 10/12 minuter efter start.

7. Sétter vi f(x) = Inx har vi f'(z) = 1/z och /1 + f'(z)2 = 1+ 22 /z. Formeln for
baglangd ger att den sokta lingden ar

\/5\/1+12
L= —dx.
1

T

Vi gor variabelbytet z = tant och har dz = (1 + tan®t) dt och v/1 + 22 = 1/ cost. Vi

far
/3 1 /3 int
L = / —. ~(1+tan2t)dt:/ (,—+ Sm2 )dt
x/4 COsl tanw x/4 \sint - cos“i

Vi delar upp kalkylen i tva integraler och gor i den forsta en omskrivning och varia-
belbytet u = cost:

7\'/3 1 7T‘/3 't 1/2 1
x4 Sint x/a 1 —cos?t 1/v3 (L —=u)(1+u)
1/2 1/2 _
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_ _% In(3(v2 — 1))



Den andra integralen ger

/3 g 1 /3
L = / smi at=|——]" =22
n/4 COS“1 cost In/4

Summering ger lingden 2 — /2 — In(9 — 61/2) /2.

Svar: 2 —+/2 —1In(9 — 6v/2)/2.



