Losningar till MVEOQO17 Matematisk analys i en variabel for I1 18-04-04

1. (a)

Omskrivning ger ekvationen
2(2% + 2 = 2)yy’ = 2z + 1)(1+¢).
Vi har 22 + 2 — 2 = (z — 1)(x + 2), som &r # 0, niir x > 1. Division ger

2yy’ 22 +1
1+y2 (z—-1(z+2)

som &r separabel.
Vi har

2y 2
=In(1
/1+y2dy n(1+y°)

och

2 1
/ﬁbdﬂ? = 1n|x2—|—x—2|+01

Eftersom vi séker 16sning definierad i 2 kan vi forutsiitta z > 1, sd |22 + 2 — 2| =
2?2 + x — 2. Exponentiering ger 1+ y? = C(2? + 2 — 2), dir C = €. Villkoret
y(2) = v/3 ger nu C = 1. Vi léser ut y och far y = +v/22 +x — 3, dér bara
y = V22 + z — 3 giller, eftersom y(2) = /3.

Svar: y(z) = Va2 +x — 3.

Ekvationen har den karakteristiska ekvationen 0 = 72 — 4r +4 = (r — 2)2, sa
l6sningsformeln ger att den homogena ekvationen har l6sningarna

y = e2*(A + Bx), dir A och B ir godtyckliga konstanter.

Vi soker partikulirlosning genom ansatsen y, = a + bz och har y, = b samt
y, = 0. I ekvationen ger detta 4a — 4b + 4bx = 8z, sd vi ska ha b =2, a = 2.
Samtliga 16sningar till ekvationen ges nu av y = y;, +y, = €*(Az + B) +2 + 2.

Svar: y = e2*(Ax + B) + 2 + 2z, diir A och B ir godtyckliga konstanter.

Vi gor variabelbytet s = v/t, dvs t = s2 och har da dt = 2sds. Detta ger via
partialbraksuppdelning

Vi—8 s — 8s 1 4
/(\/E+2)(\/i—2)2 = 2/(s+1)(s—2>2d‘9:2/(5+1‘m)dsz

= 21n|s+1|+i2:21n(«/%+1)+
-

8
V=2

Svar: 2In(v/t + 1) + 8/(V/t — 2).



(b) Partiell integration ger
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Svar: 596/15.

3. Vi har kdnda Maclaurinutvecklingar:

3 2°
sinx = x— 37 + = + termer av hogre grad
5o
cosx = 1-— o + ol + termer av hogre grad
et = 1+t+t*/21+*/3! + termer av hogre grad
Detta ger
sine = ' —25/6+2%/1204 - =
= 2% + termer av hogre grad
och
e cosz—1+ax? = 1—a2?+a*/2-23/6+-- )1 —2?/2+2*/24 — ) =14 a2’ =
(=1 —1/2 +a)2z® + (1/24 +1/2 +1/2)2* + termer av hogre grad.
Vi far
z3sinz B x* + termer av hogre grad
e=2®cosx —14+ax2  (a—3/2)z2+ (25/24)z* + termer av hogre grad’

Om koefficienten i framfor 22 i nimnaren dr # 0 kommer forkortning med 22 i braket
att ge gransvirde # 0 i nimnaren, medan téljaren kommer att ha grinsvirdet 0, vilket
gor att braket da har gransvirdet 0, ndr  — 0. Alltsa ska vi ha a — 3/2 = 0.

Med detta virde pa a har vi

23sinx z* 4+ termer av hogre grad

e~** cosx — 1+ 322 /2 (25/24)x* + termer av hogre grad -
4

1+ termer med x

x
— —24/25
x* 25/24 + termer med z /25,

néir x — 0.

Svar: a = 3/2 och gréinsvirdet blir 24/25.



4. Med

3n71zn
Ay = ———
n(2n + 3)
har vi
Gna1 Tl n 2n+ 3 3n
an, a» | n+1 2(n+1)+3 3»1

nir n — oo. Kvotkriteriet ger att serien &r (absolut)konvergent nir 3|z| < 1 och
divergent nér 3|z| > 1. Detta ger att konvergens nér |z| < 1/3 och divergens nér
|z| > 1/3.

Néir x = —1/3 far vi serien > 1/(3n(2n + 3)). Vi sitter a,, = 1/(3n(2n + 3)) och
by, = 1/n%. Serien Y 1/n? &r kéind som konvergent. Vi har att a,, /b, = n?/(6n*+9n) —
1/6 > 0, sa jamforelsekriteriet pa grinsviirdesform ger att serierna med termer a,
respektiver b, har samma forhallande till konvergens. Eftersom serien med termerna
b, &ar konvergent dr alltsa dven serien med termerna a, konvergent. Potensserien &r
dérfoér konvergent nir x = 1/3.

Nér = —1/3 har vi en alternerande serie ddr termer utan teckenvixlingen ar a, =
1/(3n(2n+3). Vi ser att a,, avtar mot 0, sa férutsittningarna i kriteriet f6r konvergens
av alternerande serier dr uppfyllt. Detta ger att potensserien &r konvergent nir x =
~1/3.

Svar Konvegensintervallet &r [—1/3,1/3].

5. Ekvationen 5 = v/9 + 22 blir efter kvadrering 22 + 9 = 25, och har dirfor 16sningarna
x = =+4. Om f(z) = v9 + 22 kan volymen enligt skivformeln beriknas som

4

T (52—f(m)2)d:v:7r/

—4 —4

27(16 - 4 — 64/3) = 47 - 64/3 = 2567 /3

4 4
(16—x2)dx:7r[16x—x3/3}

Svar: 2567/3.
6. Med f(x) = (e + e *)/2 har vi enligt formel att ytans area ges av

1
A = o [ VT T@)
0
Vi har f'(z) = (e* — e~ *)/2, vilket ger
L+ (fl(2)? = @+ (e —2+e ) /4= (2"+2+e ) /4= (" +e ")?/4
Detta ger att /1 + (f'(z))? = f(z). Vi far alltsa

1 1 1
A = zw/ f(:c)2dx:(27r)/4./(62x+2+e*2m)dz:g[e%/ﬂzwe*?m/z} -
0 0 0
= %(624—4—6_2)

Svar: m(e® +4 — e %) /4.



7. Vi har Maclaurinserien

In(l+z) = z—2%/2+42°/3+--=> (-1)"'a"/n, nir —1<z<L
n=1
Detta ger
1
SIn(l—1) = —1—t/2—t2/3—...:_Z:lt"_l/n, nir 0 < ¢ < 1.

Termvis integration ger

/%ln(l—t)dt = (/22873 ) == " n? = p(t).

n=1

Potensserien p(t) &r alltsa en primitiv funktion till In(1 — ¢) /¢ pa intervallet (0,1) och
ir konvergent atminstone nir —1 < ¢ < 1. Nér ¢ = 1 har vi p(1) = — . 1/n? som ér
kind som konvergent. Funktionen p(t) har alltsa konvergensintervallet [—1,1] och &r
dérfor kontinuerlig dér. Vi far

1
1 o . _
| ama—nd = [o0)]] = limpte) ~ Jimpte) =
1
= p(1)—p(0)=-— el 0(= —7*/6 enligt ett beromt resultat).
n=1

Svar: Integralen dr konvergent (med viirdet —m2/6).



