1.

2.

Losningar till MVEO017 Matematisk analys i en variabel for I1 18-08-20

(a) Division med 22 + 1 (> 0) ger

(a)

, T 1

4 _$2+1y:\/x +1

Vi har

T 1 9
sa en integrerande faktor ges av

efln(x2+1)/2 _ 1 .
vt +1
Multiplikation med den ger ekvationen
1 1
D( y) = .
2 +1 22 +1

Integration och multiplikation med vz2 + 1 ger

y = Va2 + l(arctanz + C),

déir C dr en godtycklig konstant.

Svar: y(z) = Va2 + 1(arctanx + C), dédr C dr en godtycklig konstant.

Ekvationen har den karakteristiska ekvationen 0 = 72 —2r = r(r —2), sa 16snings-

formeln ger att den homogena ekvationen har 16sningarna

yn = Ae% + Be?® = A 4 Be?*, dir A och B #r godtyckliga konstanter.
Vi soker partikulérlésning genom ansatsen y, = acosx + bsinz och har

Yp = acosz+bsinx
y, = —asinz+bcosx
y, = —acosx—bsinz

som i ekvationens vinster led ger —(a + 2b)cosz — (b — 2a) sinz som alltsa ska
bli cosz. Det ger a + 2b = —1 och —2a + b = 0 vilket ger ba = —1 och 5b = —2.

Samtliga l6sningar till ekvationen ges nu av y =y, + yp, =

= A+ Be?® — (cosx + 2sinx)/5.

Svar: y = A+ Be** — (cosx + 2sinx)/5, diir A och B ér godtyckliga konstanter.

Kvadratkomplettering och omskrivning ger

0 x 1%/ 2x+1) 2
——dzx = = ( — )da::
1242242 2/ 4 \1+(z4+1)?2 1+ (x+1)2

= % { In(1 4 (14 z)?) — 2arctan(z + 1)} =

0

—1

_ %(1112_1111 — (/4 —0)) = (Ind —7)/4

Svar: (In4 — ) /4.



(b) Partiell integration och partialbraksuppdelning ger

1 1 1 1
— arctanx dr = ——arctanz+ | — dr =
T z

r 1+a2

1 1 T
= ——arctanz + (7—7> dr =
x r 1422

1 1
= ——arctanz +In|z| — iln(l +2%) =
x

2

L arctans + 21 ( x )
= ——arctanz+ -In(——).
T 2 1+ 22

Svar: — arctanx/x + In(z?/(1 + 22)) /2.

3. Vi har kdnda Maclaurinutvecklingar:

. B A o q
sinx T §+5—?+--- termer av hogre gra

el = 14+t+1%/2 +13/3! + termer av hogre grad

Detta ger

e’ —e” 2x + 223 /3! + 225 /5! + 227 /7! 4+ termer av hogre grad =

= 2@ +23/3!+2°/5! + 27 /7' + termer av hogre grad)

och

(e —e ®)sine = 2(x+23/3!+2°/5! + 277! + termer av hogre grad) -

(x —a3/31 4 2° /5! — 27 /7 + - - - termer av hogre grad)

Maclarinpolynomet p7(z) till f(z) bestar av alla termer av grad hogst sju i denna
produkt. Vi far

pr(x) 2(z% 4 (=1/3' 4 1/3)z* + (1/5! — 1/(31)% 4 1/5)2%) =

222 4+ 2(1/60 — 1/36)2°® = 222 — (8/360)x° = 222 — 25 /45.

Svar: 222 — 26/45.



4. (a) Med

5n—1xn
ay = —————
2n(3n +1)
har vi
Gni1 an 2n 3n+1 5n
an 2 | 2(n+1) 3(n+1)+1 5nt

n? 2 3+1/n
"2

. : 5
2+2/n 3+4/n_) ]

nir n — oo. Kvotkriteriet ger att serien &r (absolut)konvergent nér 5|z < 1 och
divergent nér 5|x| > 1. Detta ger att konvergens nér |z| < 1/5 och divergens nér
|z| > 1/5. Nér || = 1/5 dr « = £1/5.

Nir x = —1/5 far vi serien Y (—1)"/(10n(3n+1)), som ér alternerande. Eftersom
1/(10n(3n + 1)) avtar mot O ger kriteriet for konvergens av alternerande serier
att vi har konvergens nér z = —1/5.

Nér 2 = 1/5 har vi serien > 1/(10n(3n + 1).

Vi séitter a,, = 1/(10n(3n+1)) och b, = 1/n?. Serien Y 1/n? #r kiind som konver-
gent. Vi har att a,, /b, = n?/(10n(3n+1)) — 1/(10-3) > 0, s& jimforelsekriteriet
pa gransvardesform ger att serierna med termer a,, respektiver b,, har samma for-
hallande till konvergens. Eftersom serien med termerna b,, 4r konvergent ar alltsa

dven serien med termerna a, konvergent. Potensserien dr dirfor konvergent néar
x=1/5.

Svar Nir z € [-1/5,1/5].
(b) Vi har 0 < 1/(n(n —3)) < 1/((n —3)(n — 3)) = 1/(n — 2)% och att Y 1/n? &r

konvergent, eftersom 2 > 1. Jamforelsekriteriet ger att serien &r konvergent. For
. N N
partialsumman Sy =", 1/(n(n — 3)) géller

N N-3 N
1 1 1 1 1 1
svo= (i a) =3 ()=
=4 n=1 n=4
SN TE U WS R L R P YT
- 3\1 2 3 N—-2 N-1 N 3 2 3/ 18’
nar N — oo.
Svar: 11/18.

5. Omradet i férsta kvadranten begrinsas uppat av y = v/16 — 22 och nedat av y = /6.
Kurvornas skirningspunkt 16ser ekvationen 16 — 22 = 6x, dvs 0 = 22 + 6z — 16 =
(x+3)%2 — 25 = (v — 2)(z + 8). Bara x = 2 #r aktuellt.

Skalformen ger att kroppens volyn V' ges av

V = / \/m \ﬁdx—Zﬂ'[—f(lfi—x)S/Q \/6'§~1:5/2r:

(5022 16-4) - V6 -24v3) = T2 (30 - 21v13).



Svar: 167(40 — 211/3)/15.

6. Omskrivning och variabelbytet © = cosx, du = —sinx ger

7.

[ / 2dx 7/ 2dx B
- sin2z + 2sinx J 2cosxsinz + 2sinz

/SiHSU(CZZ;fE-Fl) B /(1 - COSQS;(Q(;:osx +1) dr =
du du
} /m:/m

Ansats for partialbraksuppdelning ger

A N B N C
(u—Du+1)2  u—-1 ut+l (u+1)?

Handpalidggning ger A = 1/4, C = —1/2. Insiittningn av (t.ex) u = 0 ger sen —1 =
—1/4+B—1/2, dvs B = —1/4.

Detta ger

u—1 1 1 1 ‘cosx—l 1 1

I = ln‘ —+ —-In|— _— =
cosT + 1 2 cosr+1

utrll 2 utr1 4
(cosz—1)%| 1 1 1. jeosz—1 1 1
e M I

2 cosr—+1

N

i'cosx+1:2n sinx

sin”®
Svar: (In|(cosz — 1)/sinz| + 1/(cosx + 1))/2.
(a) Med
_cos(nm/3)
T
har man
Qnt1 cos((n + 1)m/3) n!
- ‘ ‘ ' 1l
an, cos(nm/3) (n+1)!

Hir dr | cos(km/3)| = 1, nér k &r delbart med 3 och |cos(kw/3)| = 1/2 annars.
Detta ger

0< ‘cos((n—k 1)77/3)‘ <o,
cos(nm/3)
vilket ger
o< |t <o — s 0<,
an n+1

nir n — oo. Instédngningsregeln ger att |a,+1/an| — 0, nér n — oo. Kvotkriteriet
ger darfor att potensserien konvergerar for alla x.

Svar: (—00,00).



(b) Vi har via termvis derivering och omnumrering

oy = TSy s coslamf3) oy s~ costomf3)

b T T m2) 2 (1) 2l -
_ ; cos((n :1—!2)77/3) o 7;) cos((n le )7/3) ; cos mr/3 o
= nz:o(cos((n +2)7/3) — cos((n + 1)m/3) + cos(nm/3)) - x—'
Addtionsformler fér cos z ger
cos((n+2)w/3) = cos(nm/3)cos(2n/3) — sin(nn/3) sin(27/3)
cos((n+1)w/3) = cos(nm/3)cos(m/3) — sin(nw/3)sin(n/3)

Vilket ger cos((n + 2)7/3) — cos((n + 1)7/3) = — cos(nm/3). Detta ger
P —p+p = Z(— cos(nm/3) + cos(nmw/3)) - x—| =0
o n!

(c) Vi har, enligt uttrycken ovan, att p(0) = 1, p’(0) = 1/2 och att att p(z) 1oser

y” —y +y =0, som har den karakteristiska ekvationen 7> —r +1 = 0, som har

l6sningarna r = (1 4+14+/3)/2, som i sin tur ger

y = eo/? (A cos(v/3x/2) + Bsm(\/?Iz/z)).

Eftersom p(0) = 1 ska vi ha A = 1. Derivering ger

y = ew/2(—(\/§/2) sin(v3z/2)+B(V3/2) cos(v3x/2)+(1/2) cos(v3z /2)+(B/2) sin(\/ﬁx/z)).

Eftersom p’(0) = 1/2 ska vi ha y/(0) = v/3B/2+1/2 = 1/2, s4 B = 0.

Svar: p(z) = €*/2 cos(v/3z/2).



