Losningar till MVEO017 Matematisk analys i en variabel for I1 19-01-16

1. (a)

Division med 22 + 1 (> 0) ger
Y+ 2zy = 2.

Eftersom [2zdz = z* &r e en integrerande faktor. Multiplikation med denna
ger ekvationen
2

D(e:’:zy) =2%e" .
Integration ger

2

2 1 2 2 1
/xSez dx:{PI}zia:Qez —/xem da::i(f—l)e“",

vilket ger

1
e””2y =3 (2 — 1)e‘7”2 +C,

dér C ar en godtycklig konstant. Muliplikation med e’ ger

1 2
y(z) = 3 (2% — 1)+ Ce™™ .

Svar: y(x) = % (22— 1) + C’e’””Q, dér C &r en godtycklig konstant.

Ekvationen har den karakteristiska ekvationen 0 = 7% +2r +5 = (r +1)? +4 =
(r+1—29)(r+ 1+ 21), sa 16sningsformeln ger att den homogena ekvationen har
losningarna yp, = e~ *(A cos 2z + B sin 2z), dir A och B #r godtyckliga konstanter.
Vi soker partikulérlésning genom ansatsen y, = ax + b och har

Yp = ar+b
Y = a
y = 0

som i ekvationens vinstra led ger 5ax + (2a + 5b) som alltsa ska bli 5z + 7. Det
gera=1,b=1.

Samtliga losningar till ekvationen ges nu av

Yy=yn+yp=e"(Acos2z + Bsin2z) + z + L.

Svar: y = e *(Acos2zx+ Bsin2z)+x+1 diir A och B ér godtyckliga konstanter.

Variabelbytet t = 2\/z ger 1/\/z = 2/t, x = t?/4 och dz = t/2dt. Niir z = 1 ir
t =2 och x — oo motsvaras av t — oco. Det blir alltsa

/100(\/15+2)e2ﬁdx - /2m(i+2)et~;dt/2m(1+t)etdt{PI}

= [(1+t)et]:o+/:oetdt362+ [fe*t}:o

Svar: 4/e?.

= 4e2



(b) Partiell integration och partialbraksuppdelning ger
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Svar: 7/36 + (3 — /3) /6.
3. Kénda Maclaurinutvecklingar ger
w3 25 2T
r—sinr = §—5!+ﬁ+ termer av hogre grad
In(l+t) = t—1*/24+*/3 —t*/4+ termer av hogre grad
Detta ger
In(1+2?) = 2% —2*/2+25/3—-2%/4+ termer av hogre grad
och
flx) 6(z3/6 — £°/120 4+ 27 /5040 4+ termer av hogre grad) -

(2% —2*/2 +25/3 —2%/4 4 - - termer av hogre grad) — 2° =
(—1/2 — 1/20)2" + termer av hogre grad.

Maclarinpolynomet for f(z) har som koefficient framfor z7 talet £(7)(0)/7! vilket ger

11
) = —T o5 = 1107063 2= —11-252 = 2772

Svar: —2772.



4.

(a)

Med
n = -1 n+1 €z
“ (=1) n(2n — 1)
har vi
Ana1 Tl n(2n —1) n  2n-—1
- = ’ : = : x| — |z
an x m+1)(2n+1) n+1 2n+2

nir n — oo. Kvotkriteriet ger att serien &r (absolut)konvergent nér |z| < 1 och
divergent nér |x| > 1.

Nér z = +1 giller att |a,| = 1/(2n? —n). Serien Y 1/n? med termerna b,, = 1/n?
dr kind som konvergent och |ay|/b, — 1/2 > 0, ndr n — oo. Jamforelsekriteriet

pa griansvirdesform ger dirfor att > |a,| dr konvergent. Alltsa dr > a, (abso-
lut)konvergent.

Svar Nir z € [-1,1].

Om vi sédtter

o] n—1 et n
/ _ 1 n+1 T _ _ n €
p(z) ;::1( N g( Vo
Det giiller att
o0 t2n+l o t2n
tant = 1" =t -1 .
arctan ;( Vo1 n;)( Vo1
Sétter vi t = y/x far vi
/ - n xn
p(m):Z( )'——— = — arctan \/z.
~ 2n+1  x

Eftersom

1 B t=vr | _ B
/ﬁarctan\/}dag = { 2t = du/v/T }—Q/arctantdt_
= {PI}= Z(t arctant—/Ldt) =

1+ 2
= 2t arctant — In(1 + %) = 2/z arctan vz — In(1 4 z)

gilller att p(x) = 24/ arctan /= — In(1 + z) + C. Men p(0) = 0sa C = 0.
Av detta foljer att den s6kta summan av serien dr

p(1/3) = o= T = na/3)

Svar: v/37/9 — In(4/3).



5. Kurvornas skiirningspunkt loser ekvationen (2 — z) = 2/(z + 1), dvs 0 = 22 — 2 =

xz(x — 1). Nar z € [0, 1] géller att 2 —x > 2/(x + 1). Skivformeln ger att kroppens
volym &r

Svar: /3.

6. Sétt y(t) till antalet mol av &mnet C vid tiden ¢. Vid tiden ¢ dr da 1 — y(¢) antalet mol
av A och antalet mol av B &r 2 — y(t).

Eftersom antalet mol av C aldrig kan Overstiga antalet mol av A vid start géller att
0<y(t) <1

Texten i uppgiften ger att

Y =0,3(1-y)(2-9)—0,2y = 0,3y>—1,1y+0,6 = 0,1 (3>~ 11y+6) = 0, 1 (y—3)(3y—2).

Ekvationen seprareras till

10y B
(y—3)(3y —2)
Eftersom
10y 10 1 3 10 |y—3
———dy = — —_— = dt = —1
/(y—3)(3y—2) Y 7 /(y—?) 3y—2> 7 M3y —2
géller att
y—3 Tt
N
n 372 10—1—01

Exponentiering ger

y—3 _ Tt/10 _
3y72—C’e = f(t).

Vi har y(0) =0, sa C' = 3/2.
Detta ger

y—3 = fGBy—2)

y(1-3f) = 3-2f
6—6e™/10 6 2
) = S gemo "9~ 3

nir t — oo.

Svar: Antalet mol av dmnet C #r (6 — 6e™/10)/(2 — 9e7/10) vid tiden ¢. Langsiktigt
finns det 2/3 mol av dmnet C' i behallaren.



7. Substitutionen ¢ = tanx ger dt = dx/cos?x och 1+1? =1+ tan?z = 1/ cos? z. Detta

ger
dz 1 1
TocoZs = T e dr =
+ cos“x oz T 1 costx
1 1 dt 2
= /7dt: = /72 = £ arctan(t/v/2) =
2+ 12 2 ] 2
1+ (%)
2
= g arctan(tan(z)/v/2).

Svar: v/2arctan(tan(z)/v/2)/2.



