Losningar till MVEO0O17 Matematisk analys i en variabel for I1 19-04-24

(a) Ekvationen kan skrivas
Yy — (2 + 1)y = —2z€”

2 22—z

som dr linjér av forsta ordningen. Eftersom [(—2z — 1)dz = —2® — x dr e~
en integrerande faktor. Muliplikation med den ger
2

D(ye™ %) = —2ze™""

som integreras till
2 . 2
ye ¥ TT=e"" +C,

dér Cp ar en godtycklig konstant. Multiplikation med et ger nu
y=e" + Ce” T = ¢(1 4+ Ce®’).

(b) Ekvationen kan skriva 3’ = x(y? — 2y) och #r dirfor separabel. Vi ser att y
konstant 0 och konstant 2 dr tva (jamvikts)losningar.

Division med y? — 2y = y(y — 2) ger

PBU ger
/ dy 1/( 1 1)d 11 y—2’
—_— - —_— - y:— n|——
yly—2) 2J)\y-2 y 2 Yy

sa integration ger

som via exponentiering ger

déar C ar en godtycklig konstant # 0, men dven C' = 0 duger eftersom y = 2 &r en
losning. Vi sétter hogerledet till f och far y — 2 = yf, som ger y(1 — f) = 2 och

22
YT T 1 Ce

Svar: y = 2/(1 — Ceﬁ"z)7 dér C &ar en godtycklig konstant, samt lésningen y
konstant 0.

(a) Handpaliiggning i PBU ger
3r —1 1 1 2 z(x —1)
— 2 @ = [ (= - =) de = | T
/x(xfl)(:rJrl) . /(x—i_xfl x+1)dw . (x +1)2

Svar: In|(z(z — 1))/(z + 1)?|.




(b) Upprepad partiell integration ger

I = /cos(x)ezx dx = sin(z)e*” — Z/Sin(m)eh dx =
= sin(x)e* — 2( — cos(x)e?™ +2 /cos(x)eQI dx) = e**(sina 4 2cosx) — 41,

som ger

1
I= gezw(sinm+2cosx).

Svar: **(sinx + 2cosx)/5.

3. Kénda Maclaurinutvecklingar ger

2 25 2l
Tz —sinx = ETR + o + termer av hogre grad
In(l+t) = t—t*/24+t3/3 —t*/4+ termer av hogre grad
Detta ger
In(1+2?) = 22 —2*/2+25/3 - 28/4+ termer av hogre grad
och
(r —sinz)In(14+2?) = 2°/6+ termer av hogre grad

Eftersom cost = 1 — 2/2! + /4! + ... giller att cosz? =1 —x%/2+ ... och

z(cosz® — 1) = —2°/2 + termer av hogre grad
vilket ger
(x—sinz)In(l1+2?)  2°/6+ termer av hogre grad
z(cosx? — 1) ~ —25/2 + termer av hogre grad
1/6 + termer med z
= ——1/3
—1/2 + termer med z /3
nér x — 0.
Svar: —1/3.



4. (a) Med
2n

n T
an = (1)1 -

géller att

x2nt2 2n n 9 9

Ap41
- . = -t =
2n + 2 n+1

an

.CL‘Q"

niir n — oo. Kvotkriteriet ger att serien #ir (absolut)konvergent nir 22 < 1 och
divergent nir 2 > 1, dvs konvergens nir —1 < z < 1.

Nir x = +£1 géller att serien dr aterneranade och 1/(2n) avtar mot noll nér
n — oo. Kriteriet for alternerande serier ger dérfor att serien dr konvergent nér
T = =£1.

Svar Nir z € [—1,1].

(b) Om vi sétter

dr den sokta summan p(1/2).

Det giller att
2n

pa) =5 St

n

Eftersom In(1 +t) = >_°7  (=1)"t14" /n &r

n=1

p(z) = —% In(1+2%) och p(1/2) = —% In (1) =In (ﬁ

Svar: In(2v/5/5).

5. Skalformeln ger att kroppens volym &r

/2 /2 /2

vV = 277/ xcosxdx:{PI}:%r([msinx} —/ sinmdx):
/6 /6 /6
T

27T(§—E+ {cosx}

) =an(- ) -

/6

Svar: 572/6 — /3.

6. Subsitutionen x = 2/ cost ger dr = 2sint/cos?t - dt och 22 — 4 = 4tan?t. Nér t = 0
dr x = 2 och nér ¢t — 7/27 giiller att x — oo.

Alltsa géller att

1 2sint

\/oodix B /7r/2 ti‘/ 7dtiz
o avrZ—4  Jo (2/cost)2tant cos?t  J, 2 4




Svar: /4.

. Grafen har i punkten P = (a, f(a)) tangent med ekvation y = f'(a)(z — a) + f(a).
Den skiir y-axeln i @ = (0, f(a) —af’(a)). Om vi later O beteckna origo ska det gélla
att |QO | = | QP]|, dvs |QO|?> = | QP |?. Det ger ekvationen

(f(a) = af'(a))* = a® + (af'(a))*.
Det betyder att de f som duger ar losningarna till differentialekvaionen

v — 2xyy = 2%

Sitter vi z = y? blir ekvationen z — 2’ = 2?2, eller 2/ — /2 = —z. Den integrerande
faktorn &r 1/z. Multiplikation med den ger D(z/x) = —1, s& z/z = —x + C, y*> =
—22 4+ Cx och y = £/Cx — 22, dér C #r en godtycklig konstant. For att 1osningen
ska vara definierad krévs att 0 < 2(C' — z). For att den ska vara definierad nir « > 0
kravs darfor att C' > 0.

(Eftersom 22 — Cz + y? = 0 giller precis niir (z — C/2)? + y? = C?/4 #r grafen till y
ovre eller undre delen av cirkeln med medelpunkt i (C'/2, 0) och radie C/2.)

Svar: y = £v/x? + Cxz, dir C ar en godtycklig positiv konstant.



