Losningar till MVEO017 Matematisk analys i en variabel for I1 19-08-19
1. (a) Ekvationen kan skrivas
y' — 32y = 322

Eftersom [—3z?dx = —a® &r e~ en integrerande faktor. Multiplikation med
denna ger ekvationen

Integration ger
e*zgy = /358267963 dz+C=—e +C.
vilket ger
3
y=-—-14+Ce",
dér C &r en godtycklig konstant.

Svar: y(z) = -1+ Ce®’, dir C ir en godtycklig konstant.

(b) Ekvationen har den karakteristiska ekvationen 0 = 72 + 4r + 4 = (r + 2)?, sa
l6sningsformeln ger att den homogena ekvationen har l6sningarna
yn = e 22(A + Bx), diir A och B #r godtyckliga konstanter.
Vi séker partikulirlosning genom att forst sétta ansatsen y, = 2,62, Det ger

U = e
/ _ / 2x
yp - (Zp + QZP)e
Yy = (2 + 22, + 22, + 42,)e*”

som i ekvationens véinstra led ger (2 + 82, + 16z,)e*”. Efter division med e**,
som alltid dr > 0, far man

2
2z, + 8z, + 162, = 162°.

Ansats av z, till a + bz + cz? ger

Zp, = a+br+ cx?
z, = b+2cx
z, = 2

som i ekvationen ger
(2¢ + 8b+ 16a) + (16¢ + 16b)x + 16ca® = 1622,

eller c=1,b=—1och a =6/16 = 3/8.
Detta ger
yp = (3/8 — x + 2%)e?”.

Samtliga 16sningar till ekvationen ges nu av

y=yn+yp=c (Ar+B)+ (3/8 -z +a%)e™.

Svar: y = e~ 2*(Az+B)+(3/8—z+x?)e?®, dir A och B #r godtyckliga konstanter.



2. (a) Variabelbytet ¢ = cosz ger dt = —sinz dx. Omskrivning och detta ger

/ sin 2x d
———dx
1+ cos?z

/2cosmsinx d / 2t gt
= —_— xTr = — —_— =
1+ cos?zx 2 4 t2

= —In(2+1t*) = —In(2 + cos® z).

Svar: —In(2 + cos? z).

(b) Kvadratkomplettering ger

/04de

4 1
/0 \/4—(2—x)2d$:
1 (4 1
5 ), @ oo

e (557)], -

—(arcsin(—1) —arcsinl) = 7/2 + /2 = 7.

Svar: Konvegent med virdet 7.

3. Vi har summan av den geometiska serien y - jz" =1+z+2*+... =1/(1 —z) nir
|z] < 1.
Detta ger
Lo e
= -1z
1+ —
I ( L ) = in(—l)nﬂ“l — i(_nnﬂ(n +1)2"
TETSE 1+
n=1 n=0
z 2 _ 2 - n+1 n __ - n n+2 _ - n n
(1 +x) = 2 HZ:O( 1" (n 4 1)a" = ;:0(—1) (n+1)2"*2 = ;(—1) (n—1)z".

Svar: Y7 (=1)"z", Y07 o (=1)" " (n + 1)z" respektive Y o7 ,(—1)"(n — 1)z".



4.

(a)

Den harmoniska serien » -, 1/n &r kind som divergent. Med b, = 1/n och
an = 1/(n+ /n) giller att

an, n

1
be ntvn 1+1/vn

s& jamforelsekriteriet pa grinsvirdesform ger att dven serien Y -, 1/(n + /n)
ar divergent.

—1>0,

Svar Divergent.

Serien > | 1/n? &r kiind som konvergent. Med b,, = 1/n? och a, = n?/(n* — 1)
géller att
an, nt

by ni—1 1—1/nf

nir n — oo, sa jamforelsekriteriet pa gransvirdesform ger att dven serien
oo ,n?/(n* — 1) dr konvergent.

—1>0,

Svar Konvergent.

Det giller att serien &r alternerande och att 1/y/n avtar mot noll nidr n — oo.
Kritereit for alternerande serier ger dirfor att serien Y -, (—1)"/y/n &r konver-
gent

Svar Konvergent.

5. Liangden av kurvan ges av

[ Vizwra

Det giller att

y/ _ {,17_1/3(1 +.’E2/3)1/27 14+ (y/)2 _ {E_2/3({E2/3 + (1 _,'_1,2/3))'

Detta ger

8 8 _ 2/3
N2 — -1/3,/ 23, 1= —
/1\/1+(y) dx /133 1+ 222/3 dx {dt:(2/3 VSdm}

¥
= /4\/1+2tdt: %-(27—3\/§)=

(9 —V3).

[(1+2t)3/2]j:

N W N W
DN | =

Svar: 3(9 — v/3)/2.



6. Variabelbytet © = 2/cost ger dz = 2sint/cos®tdt och 2% — 4 = 4(1/cos*t — 1) =
4tan’t samt t € [0,7/2), nir x € [2, c0).

Detta ger

© /2 1 2sint /21 7
————dz = 5 S dt = —dt = —.
9 xVaZ—4 0 otant 087t 0 2 4

cost

Svar: Konvergent med vérdet /4.

7. Det giller, niir —1 < 2 < 1, att 1/(1+z) = > oo ,(—1)"a" vilket ger att —1/(1+x)* =
D(1/(1+z)) =52 (=1)"nz" ! och

n=1

2 (EsE ;130)2 => (1) (n—1)a"

Ansats av y som potensserie ger

o0 o0
y= E anx” y= E anx”
n=0

n=0

(o) o0
y = Z napx™ —xy = Z(—nan)x"
n=1 n=1
o0 o0
Yy’ = Z n(n —1)ap,z" 2 222y = Z 2n(n — Dayz"™
n=2 =2
Insédttning av detta i ekvationen ger
(o ] o)
ag + (a1 —ay)x + Z(Qn(n —1)—n+Dayz™ = Z(fl)”fl(n - 1)z"
n=2 n=2

vilket ger ag = 0, a; godtycklig och

()" in—1) _ (~1!
(2n—1)(n—-1) 2n—1

Ap =

nir n > 2.

Alltsa ar

2n —1

> -1 n—1
y:alz+ZL.$n.
=2

Det géller att

(~1)"!

arctant = 21
2n—1
n=1
—1 n—1
tarctant = Lt%
2n—1
n=1



Nér z > 0 ger t = /7 att

s -1 n—1 0 1 n—1
Vaarctan(vz) = Z %xn =T+ Z Lx" =r+y—ar
n=1 n=2

Detta ger, med C' = (a1 — 1),
y = rarctan(y/z) + Cu,

dér C ar godtycklig.

Svar: y = y/rarctan(y/z) + Cz, dir C ir godtycklig. (Inséttning visar att det ocksa
dr losningarna da > 0 och inte bara da 0 < z < 1.)



