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Sats 1 (Lay: Theorem 7, Section 2.2.)

1. En n X n-matris A dr inverterbar precis ndr den dr radekvivalent med indentitesmatrisen
I,.

2. Nar sa dr fallet gdller att samma sekvens av radoperationer som éverfor A till I, dver for

I, till A=

Bevis
1. Antag forst att A &r inverterbar. Det giiller da att visa att A ar radekvivalent med I,,.

Eftersom A ar inverterbar har ekvationen Ax = 0 bara losningen x = 0, fér multiplikation med
A~! fran viinster ger x = A7 1Ax = A"10 = 0.

Liksom varje matris dr A radekvivalent med en matris U pa reducerad trappstegsform. Ekva-
tionerna Ax = 0 och Ux = 0 har samma l6sningar, dvs enbart x = 0. Varje kolonn i U &r
dérfor en pivot-kolonn. Eftersom U &r pa reducerad trappstegsform &r dérfér de enda nollskilda
elementen i U ettor som &r placerade langs huvuddiagonalen. Etersom U #&r kvadratisk géller
att U = I,,. Vi har darfor att A ar radekvivalent med I,

Antag nu att A ar radekvivalent med I,,, dvs A ~ I,,. Det géller att visa att A &r inverterbar.
En radoperation motsvarar multiplikation fran vinster med en elementir matris, sa det finns
darfor en sekvens Ey, Fo, ..., E, av sana sa att

A~ EjA~ Ey(E1A) ~ .. Ep(Ep_y -+ EyF1A) = (E,- - EyFy)A = I,

Eftersom elementéra matriser dr inverterbara och produkt av inverterbara matriser dr inverterbar
galler att (E,---EpF,) &r inverterbar. Vi multiplicerar med dess invers fran vénster i sista
likheten ovan och far

A= (E, - FyE) Y(Ey - EsE1)A = (Ep--- E2E1) 'I,, = (E,--- E2Ey) "

och ser att A ar inverterbar med inversen

A = (By- BB ) ' = By B2E).

2. Fran 1. vet vi att A™' = E,---E; = (E, -+ E1)I,. Hogra ledet ir hir resutlatet av att
utsitta I, for samma sekvens av radoperationer som 6verfor A till I,.Det betyder att samma
radoperationer som 6verfor A till I,, 6verfor I,, till A= O



Sats 2 (Lay: Theorem 6, Section 3.2.) Om A och B dr (n x n)-matriser sa gdller

det(AB) = det(A) - det(B).
Anm

1. Att matriserna &r kvadratiska &r en forutsdttning for att determinanterna ska finnas.

2. Att A och B har samma form &r en (tillriacklig) forutsittning for att produkten ska finnas
(eftersom de &r kvadratiska).

3. I beviset anvands att satsen redan ar kdnd nar A = E &r en elementir matris. Detta ar
sambandet mellan radoperationer och determinanter som redogors for i Lay: Theorem 3,
Section 3.2.

Bevis

Antag forst att A inte &r inverterbar. Vi vet da att det(A) = 0, sa hogra ledet i satsens likhet
ar 0.

Nar A inte ar inverterbar kan heller inte AB vara inverterbar, for vi vet att det da finns ett b,
sa att Ax = b saknar 16sning. Da kan heller inte ABx = b ha en 16sning for ett sadant x skulle
ge att A(Bx) = b. Vi har dérfor att det(AB) = 0 och vénstra ledet i satsens likhet dr déarfor
ocksa 0.

Antag nu att A ar inverterbar. Da vet vi att A radekvivalent med I, sa det finns en sekvens
Ey, Es, ..., E, av elementéra matriser sa att

A=E,Ey - BB -1, = E,E, - ByEy.

Vi skriver nu |A| for det(A) eftersom det blir tydligare da. For en elementér matris E och en
godtycklig matris C ar det kint att |[EC| = |E| - |C|. Detta ger nu vid upprepad anvindning

|AB| = |Ep--- E\B| = [Ep||[Ep—1--- ExB| = ... = |Ep|--- |Er[[B] = ... = |Ep - Er[| B] = [A]|B.

0



Sats 3 (Lay: Theorem , Section 4.5) Om vektorrummet V' har en bas med n vektorer, sa
dr varje uppsdttning av fler dn n vektorer i V' linjdrt beroende.

Bevis

Enligt forutsidttning har V en bas B = {bi, ba, ..., b,} bestaende av n vektorer. Denna bas
ger en linjér avbildning V' — R", som till vektorn v ordnar dess koordinater [v]g relativt basen.

Tag nu en uppstéttning ug, ug, ..., u, av fler &n n vektorer i V' (sa att n < p). Da &r de p
vektorerna [uy]g, [u2]g, ..., [up]s linjirt beroende i R”, eftersom n < p. Alltsa finns skalérer
c1, €2, ..., ¢p som inte alla &r 0, sa att

alwlp+cfudg+---+cpupls= | 1], nollvektorn i R".
0

Eftersom avbildningen V' — R", som till en vektor ordnar dess koordinater relativt B, &r linjéir
giller att

0
[ciur + coua + - - + uplg = ci[wm]g + c2ua|p+ -+ epuylp = |
0
Det betyder att
ciug +cug+---+cu, =0-by +0-ba+---4+0-b, =0.
Eftersom som skaldrerna ci, c2, ..., ¢, inte alla dr noll ger det att vektorerna uy, ug, ..., u, ar
linjéirt beroende. U

Sats 4 (Lay: Theorem 10, Section 4.5) Om ett vektorrum V har en bas bestiende av n
vektorer, sa har varje bas for V ocksa precis n vektorer.

Bevis
Antag att By och By dr baser for V med n respektive m vektorer. Vi ska visa att n = m.

Eftersom V' har en bas med n vektorer vet vi att fler &n n vektorer i V &r linjért beroende.
Vektorerna i By &r linjért oberoende, sa vi far att m < n.

Eftersom V' en bas med m vektorer, sa géller att n < m, for vektorerna i By &r linjirt oberoende.

Tillsammans ger n < m och m < n att n = m. O



Sats 5 (Lay: Theorem 11, Section 4.5) Antag att V dr ett vektorrum av dndlig dimension
och att H dr ett delrum till V. Da gdiller

1. Varje uppsdttning linjdrt oberoende vektorer © H kan kompletteras till en bas for H.

2. H har dndlig dimension och dim H < dim V.

Anm

Satsen géller speciellt nar H = V, sa varje uppséattning linjart oberoende vektorer i V' kan, enligt
satsen, kompletteras till en bas for V.

Bevis

1. Lat oss for att fixera tanken séiga att V' har dimension n och lat S = {uy, ug, ..., u;} vara
en uppséittning linjért oberoende vektorer i H. Vi ska visa att vi kan fylla pa med ytterligare
vektorer (vid behov) tills vi far en bas for H.

Om Span S = H &ar S redan en bas for H, sa antag att Span S # H. VAilj en vektor ugyi i H
som inte ligger i Span S.

Vi visar att {uj, ug, ..., Uk, Ugy1} 4r en uppsittning linjért oberoende vektorer (i H). Tag
darfor skaldrer ¢, cg, ...ck, cxr1 Sa att

ciug + coug + - - cpUg + Cpp1ugyr = 0.

Eftersom vektorerna i S &dr linjart oberoende géller, att om cx1q = 0, sa &r alla ¢p, ¢, ..., ¢k
ocksa 0. Om cg11 # 0, kan vi ur likheten ovan l6sa ut ug41 som en linjarkombination av de 6vriga
vektorerna, vilket skulle ge ui11 € Span S, som stider mot valet av ugyq1. Alltsa &r cppq1 = 0,
liksom alla ¢q, ¢, ..., cg. Déarfor &r {u;, ug, ..., ug ugy1} dr en uppsittning linjart oberoende
vektorer i H.

Vi kan alltsa utvidga S med uy, 1 till en uppséittning linjért oberende vektorer. Proceduren kan
upprepas sa lange denna nya méngd S inte spinner ut H.

En uppséttning linjirt obereoende vektorer i H &r ocksa en san uppséittning i V, for H ar ett
delrum till V.

Eftersom V har dimension n har darfér en uppséttning linjért oberoende vektorer vektorer i H
hogst n vektorer. Antalet vektorer i S kan alltsa inte Overstiga n, sa till sist kommer vi att fa
att vektorerna i S spanner H och ar linjart oberoende, dvs utgor en bas for H.

2. Om H &r delrummet som bara bestar av nollvektorn 0, sa har H dimension 0 och pastaendet
géaller. Annars kan vi enligt 1. borja med en vektor u # 0 i H och successivt utvidga till en bas
for H. Eftersom linjért oberoende vektorer i H ocksa &r linjar oberoende vektorer i V' géller att
dim H < dimV. O



Sats 6 (Lay: Theorem 12, Section 4.5) Antag att V dr ett vektorrum av dimension p > 1.
Da gdller

1. Varje uppsdtitning med (exakt) p linjirt oberoende vektorer dr en bas for V, dvs spinner
ocksa ut V.

2. Varje uppsdttning med (exakt) p vektorer som spinner ut V dr ocksa linjirt oberoende.

Anm Om man alltsa vet att V har dimension p, kan man avgodra om en uppséittning med p
vektorer &r en bas, genom att (enbart) antingen visa att de #r linjirt oberoende eller att de
spénner ut V.

Bevis

1. Antag att S ar en uppséittning med p linjédrt oberoende vektorer i V. Om Span S # V vet
vi att S kan kompletteras till en bas fér V. Eftersom V har dimensionen p och alla baser har p
vektorer &r detta inte mojligt. Alltsa géller att Span S = V och S ér en bas for V.

2. Antag att S &r en uppséttning med p vektorer som spinner ut V. Lat S’ vara en delmingd
till S, med sa manga vektorer som mdéjligt, sa att S’ dr linjért oberoende. Andra vektorer i S
ar da linjirkombinationer av vektorerna i S’ sa Span S’ = Span S = V. Det betyder att S’ ér en
bas for V. Eftersom alla baser for V' har p vektorer giller att S = S’ och att S ér en bas for V.
O

Sats 7 (Lay: Theorem 2, Section 5.1) Antag att vi, va, ...V, dr egenvektorer till matrisen
A och att de hor till olika egnenvdrden A1, Ao, ..., Ay

Da gdller att uppsdttningen {vi, va, ... v} d@r linjirt oberoende.

Bevis
Antag att {vy, vo, ... v, } dr linjirt beroende. Vi ska visa att det leder till en motségelse.

Ingen av vektorererna &r nollvektorn 0, eftersom de alla dr egenvektorer till A. Det betyder att
uppséttningen {v;} som bara bestar av vektorn v; &r linjért oberoende.

Genom at successivt ldgga till vektorer i tur och ordning hittar vi ett index p sa att {vq, va, ..., vp}
ar linjért oberoende, men inte {vi, va, ..., Vv, Vpi1}. Det betyder att vy, 1 &r en linjirkombi-
nation av vektorena vi, va, ..., v,. Det finns déarfor tal ci, co, ..., ¢, sa att

C1V1 + CaVo + - 4 CpVp = Vi1, (%)

Vi multiplicerar bada sidor med matrisen A och utnyttjar att vektorena alla dr egenvektorer till
A och far

1AV + AV + -+ cpAv, = Avpy
CAAMVL + Xava + -+ AV = Apr1Vpyl.
Vi multiplicerar (x) med \p;1 och subtraherar resultatet fran sista likheten och far
1M — App1)vi + 2 A2 = App1)va + -+ ¢cp(Ap — Apy1) vy = 0.
Eftersom {v1, va, ..., vp} dr linjért oberoende ger detta
(M —Ap+1) =0, ca(Aa—Aps1) =0, ..., cp(Ap — Apg1) = 0.

Enligt forutséttning dr A4 inte &r samma som nat av de andra egenvérdena, sa vi drar slutsatsen
att c; = co = --- = ¢,0. Men da ger (x) att v,11 = 0, vilket strider mot att v, 41 &r en egenvektor
till A. O



Sats 8 (Lay: Theorem 1, Section 7.1) En (nXxn)-matris A dr diagonaliserbar precis nir A
har n stycken linjdrt oberoende egenvektorer.

Anm

Att A har n linjart oberoende vektorer kan ocksa formuleras: R™ har en bas bestaende av
egenvektorer till A.

Bevis

Antag forst att A dr diagonalserbar, sa att det finns matriser

M O -0
0 X -+ 0
P:(Vl ALK Vn), D=1 . . .
0 0 - A\
sa att
A=PDP
Multiplikation med P fran hoger ger
AP = PD eller
M O -0
0 X --- 0
A(v1 Vo ... vn) = (V1 Vo ... Vn) . . . dvs
0 0 - A\,
(Av1 Avy ... Avn) = (Alvl Aava ... )\nvn) .
Detta visar att vyi, va, ..., v, ar egenvektorer till A. Eftersom P &r inverterbar har ekvationen

Px = 0 bara l6sningen x = 0, sa kolonnerna i P &r &ven linjirt oberoende.

Antag nu att vy, vo, ..., v, ar linjir oberoende egenvektorer till A med tillhdérande egenvirden
A, A2, ..., Ap. Eftersom vektorerna &r linjéart oberoende och P = (v1 vy ... vn) ar en
kvadratisk matris &r P inverterbar.
Vi har
(Av1 Avy ... Avn) = ()\1V1 Aavy ... )\nvn) som ger
M O -0
0 X --ra O
A(v1 Vo ... Vn) = (V1 Vo ... Vn) . . . som ger
0 0 - A
AP = PD.

Multiplikation med P~! fran hoger ger A = PDP~! dér D #r diagonal. Alltsa #r A diagonali-
serbar. g



Sats 9 (Lay: Theorem 1, Section 7.1) Twva egenvektorer till en symeterisk matris A dr or-
togonala, om de har olika tillhorande egenvdrden.

Bevis

Antag att Avy = A1vy och att Avs = Aova, dér A # Ao, DA giller att

AlV] - Vg = (>\1V1)TV2 = (AVl)TVQ = VIATVQ = { A &r symmeterisk } =
= V]—AVQ = ]—()\QVQ) = )\QV]—VQ = \oVy - Vo.
Detta ger
(/\1 - )\Q)Vl cVo = 0.
Eftersom Ay # Ag, géller dérfor att vy - vo = 0, sa vy och vy dr alltsa ortogonala. O



