(a)

Losningar till MVEO021 Linjir algebra for 11 17-06-01

Vi har
-3+104+0+4+2 9 3
oo | SrsH1640 | _ 15 | _, | 5
- 6+0—8h+2 - 8 — 8h o -8
6—20+24—-4 6 2
Detta ger att A = 3 och att vi darfor ska ha 8 — 8h = —24.
Svar: h = 4.
Lat B beteckna basen {vy, vo}. Om vi séitter A = (vy va) och later [b]g beteckna

koordinaterna fér b relativt basen B giller att A[b]g = b, sa att sokta vektorn
[b]s loser ekvationen Ax = b. Ekvationens uttkade koefficientmatris utsitts for
radoperationern till trappstegsform:

1 1] 7 1 1] 7 1 17
2 1| 11 0 —3|-3 0 11
3 3 211 lo o] ol o ofo TF.
2 2| -14 0 0| 0 0 0|0

Losning av detta ger x = ( (15 ) .

Svar: ( (13 )

Om vi séitter A = ( Vi Vo V3 ) , s& ar vektorerna beroende precis nir Ax = 0,
har en 16sning x # 0. Vi har

1 -3 2 1 -3 2
A= -6 17 24h | ~| 0 -1 14+h TF oavsett varde pa h.
-3 9 h 0 0 h+6

For linjart beroende krivs att h 4+ 6 = 0, sa att systemet har en fri variabel.

Svar: h = —6.

Eftersom matriserna A och B ar trianguldra giller att deras determinanter &r
produkten av elementen lings huvuddiagonalen, s& det(A) = 1-2-h = 2h och
det(B) = 3-h-h = 3h% Enligt produktregeln fér determinanter #r dirmed
det(AB) = det(A) - det(B) = 6h3. Vi ska alltsd ha 6h% = —48, eller h3 = —8,
vilket ger h = —2.

Svar: h = —2.



(e) Vi bestéimmer inversen till A med hjilp av Jacobis metod:

1 3 =31 00 1 3 =3/ 100
(A|Is) = (3 13 =40 1 0 |~[0 4 —2|-3 10 |~
2 2 -3|0 0 1 0 —4 3[-2 01
13 =3/ 100 1 3 0[-14 3 3
~ 04 2310 |~|040-1332]|~
00 1]-5 11 00 1| =5 1 1
130 -14 3 3 1 0 0]—-17/4 3/4 6/4
~ | 01 0|-13/4 3/4 2/4 | ~| 0 1 0|-13/4 3/4 2/4
001 -5 1 1 00 1 -5 1 1

_17/4 3/4 6/4
Svar: | —13/4 3/4 2/4
-5 1 1

(f) Matrisen A #r inverterbar precis nér det(A) # 0. Rékneregler fér determinanter

ger
2h—16 2+h 3 0 —2+h 5
det(A) = 3h—24 5+4+h -1 |= 0 —1+h 2 |={utveckling lings 1:a kolonnen} =
h—38 2 -1 h—8 2 -1
B —2+h 5| 1 3]
= (h—8)‘_1+h 2‘—(h—8)‘_1+h 2‘—(h—S)(l—Bh).

Svar: Nér h inte &dr nat av talen 8 och 1/3.

2. Att v ligger i kolonnrummet till A betyder att ekvationen Ax = v ska ha en 16sning.
Vi gor radoperationer pa utokade koefficientmatrisen till TF och bestdmmer samtidigt
vilka kolonner i A som &r pivotkolonner. Dessa utgor en bas for kolonnrummet. Vi har

1 1 2 1 4 2 1 1 2 1 4 2

( A ‘ v ) _ -4 -6 -7 -2 —=15| 1-2h 0 -2 1 2 1| 9-2h
2 2 5 2 9| -2+h 0 01 0 1|-6+h |’
2 2 4 2 8 h 0 0 00 0|—-4+nh

som dr pa TF oavsett virde pa h. Vi ser att kolonnerna 1, 2 och 3 i A &r pivotkolonner
och dérfor utgor en bas for kolonnrummet. Vi har ocksa att ekvationssystemt &r 1osbart
precis nér sista kolonnen inte &r pivokolonn, vilket intraffar nar —4 + h = 0.

1 1 2
(a) Svar: _2 , _2 och _Z dr en bas for kolonnrummet.
2 2 4

(b) Svar: Nir h = 4.



T A OB . , o 8 13
3. Sétter vi x(t) = < 2o (t) > blir ekvationssystemtet x’ = Ax, dir A = 18 7 )
Vi forsoker diagonalisera A och bestdmmer egen virden genom att 16sa

8—A 3

0 = det(A — )\Ig) = ’ 18 —7— )\

‘:)\2—)\—2:()\—1—1)()\—2)

Egenvirdena &r alltsa —1 och 2. Vi soker bas for egenrummen till dessa. Vi har

9 3 31
A+I2_(18 6>N(0 0)’

) en bas for egenrummet till —1.

6 3 2 1
A_212_(18 9)”(0 0)’

) en bas for egenrummet till 2.

sa t.ex 4r vi = ( 3

sa t.ex 4r vo = (

-2
Vi har att A #r diagonaliserbar, sa 16sningsformel ger att x(t) = cie~tvy + cae?vo,
dér ¢; och ¢z ska bestdmmas sa att x(0) = _; . Detta ger
2\ 1Y, 1
_2 - Cl _3 62 _2 k)

som ger ¢; = —2 och ¢y = 4.

Svar: x1(t) = —2e~! + 4e* och za(t) = 6e~" — 8e*.

. Om vi sétter A = ( Vi Vo ) kan varje vektor i linjira holjet till vy, vy skrivas Ax.
For att den vektorn ska ha kortast avstand till y ska det gélla att Ax —y &r vinkelrét
mot kolonnrummet. Det intraffar nir Ax —y dr vinkelrdt mot sa vil vi som vo, vilket
kan skrivas

AT(Ax —y) =0, eller ATAx= ATy.

Vi har
2 4

. (22 -1 0 2 4| (917 r._( -8
AA_<44—11 11 [T ar s ) o Ay={ 7 )
0 1
Systemet AT Ax = ATy har dérfor den uttkade koefficentmatrisen
9 17| -9 N 9 17| -8 N 1 0 1
17 34| —17 -1 0|-1 0 17| -17 -

Detta ger x = ( _1 ) . Den vektor i kolonnrummet till A som ligger ndrmast y &r

darfor
-2
-2
0
-1

Ax =



Det betyder att kortaste avstandet mellan en vektor i kolonnrummet till A och y &ar

3 -2 5
-6 -2 —4

ly=Axll=11 o |=| o [I=I] o [I=v2+16+4+4=T7
-3 -1 -2

Svar: 7.

5. Med basen B = {1, t, t?} for P, ges matrisen fér T relativt denna bas av matrisen

-3 2 0
A= -8 5 0
5 =7 2

Vi undersoker darfor om A dr diagonaliserbar. Den karaktéristiska ekvationen &r

-3-A 2 0

0 = det(A—\3)= -8 5—2A 0=(2-)) _3__2 5_§ =
5 -7 2-=-A
= 2-MNN-22+1)=2-N)\-1)?
Vi soker bas for egenrumet till 2 och har
-5 2 0 -5 2 0 1 00
A-2I3= -8 3 0 |~ 100 |~1010
5 =7 0 010 0 0 0
Detta ger att egenrummet till 2 har dimension 1. For egenvardet 1 har vi
-4 20 -4 20 1 -5 1
A-I3=| -8 4 0 |~ 0o 00 ]~{0 —-18 4],
5 -7 1 1 -5 1 0 0 0

vilket ger att egenrummet har dimension 1. Fran detta ser vi att R?, som har dimension
3, inte har en bas bestaende av egenvektorer till A, som dérfor inte dr diagonaliserbar.
Eftersom A dr matris for T foljer det att Py saknar bas san att matrisen fér 7' blir
diagonal.

Svar: Nagon sadan bas finns inte for Ps.

6. (a) Rangsatsen ger att 7 = dim(Col(A)) 4+ dim(Null(4) = 3+ 2, vilket inte st&mmer.
Svar: Falskt.

(b) Vivet att {vy, ..., v,} &r en ortogonal uppséttning vektorer i R”. Eftersom vek-
torerna &r linjért oberoende kan de kompletteras till en bas {v1,..., vy, Vpt1,... Vo }
for R™.

Om vi anvinder Gram-Schmidts metod pa denna far vi en ortogonalbas for R™.
Eftersom vektorerna vy,...v, &r parvis ortogonala dndras de inte nir metoden
anvands. Detta ger att vi efter Gram-Schmidt far en ortogonalbas for R™ som ér
en utvdigning av {vy,...,v,}.

Svar: Det stdmmer.

(c) Antag att A% = A och att X &r ett egenviirde till A. D& giller, fér nagon vektor
v # 0, att Av = Av. Detta ger A2v = A(Av) = AAv = \?v. Samtidigt ir
A%v = Av = \v. Vi far dirfor att (A2 — \)v = 0. Eftersom v # 0, giller dérfor
0=2X%—X=\N\-1),vilket ger A =0, eller A\ = 1.

Svar: Det stdimmer.



