Losningar till MVEO021 Linjir algebra for 11 17-10-07

1. (a) Radoperationer ger

11 -1 0 1 1 1 -1 0 1 11 -1 0 1
A = 2 2 1 -3 -4 |~ 00 3 -3 -6 |~ 00 1 -1 -2 (TF).
2 2 -1 -1 0 0 0 1 -1 -2 0 0 0 0 0

Vi har pivotkolonner forsta och tredje kolonnerna. Det ger zo, x4 och x5 &r fria.
Detta ger att Ax = 0 har 16sningarna

T
x = (—mptztas 32 z4+2r5 w4 25 )

= 2(-1 100 0) 4a(1 01 1 0) 4a25(1 020 1)

Svar: Vektorernavlz(—l 1 0 0 0)T7V2:(1 0 1 1 O)T och

vy = ( 1 0 2 0 1 )T ar en bas for nollrummet till A

(b) Eftersom v; och vy ér en ortonormalbas for H ges ortogonala projektionen av u
av

(u-vy)vy + (u-va)vy =

—vi—5vy=(1/7) (18 —27 —14 —5 )",
Svar: (—1/7)( —18 27 14 5 ).

() Om A= (vi vz vs vy ),sa ér kolonnerna linjért oberoende om varje ko-
lonn i A dr pivotkolonn. Radoperationer ger

-2 2 =2 -2 —2 2 =2 -2 —2 2 =2 -2
4 —6 8 1—h 0 -2 0 -3—-h 0 -2 0 -3—-h
A=12 2 5 3|~ o o -3 -1 |71 o o -3 -1 (TF).
—4 4 -10 h 0 0 —6 h+4 0 0 0 h+6
Av detta foljer att de fyra vektorerna &r linjért beroende nér precis néar h = —6.

Svar: Nar h = —6.

(d) Vi kollar vilket egenviirde som v hér till:
Av. = (24+10-6 —2+2 —4—-15+4 4+10—8 )=3v

Detta ger att A%v = 3%v.

Svar: 729v.

(e) Om A = ( Vi Vo ) sé d&r H kolonnrummet till A och H+ dr nollrummet till
AT . Radoperationer ger

AT 1 -2 2 2 1 -2 2 2
oLl -1 02 2 0 1 0 0/



Allménna l6sningen till detta ér x4 = x4, r3 = x3, 2 = 0, 1 = —2x3 — 214, SOM
ger basen wy = ( -2 0 1 0 )T,WQ = ( -2 0 0 1 )T. Vi bestamer nu
en ortogonalbas med hjélp av Gram-Schmidts metod och har

up = W

WU
Uy = W2 .

TP w=(-20 0 1)T—§(—2 01 0) =(-2/5 0 —4/5

Svar: (Teex)wy=( -2 0 1 0) ,up=(-2 0 —4 5)".

(f) Vi bestdmmer inversen till A med hjilp av Jacobis metod:

33 4100 1 1.1/0 10
(A|I) = [ 11 1]/010 |~[0 -1 1[0 -2 1|~
2 1 30 01 0 0 1|1 =30
1 1.0[-1 40 1 00[-2 5 1
~ (0o -1ol-1 1 1])]~[010] 1 -1 -1 ]~
0 0 1] 1 =30 00 1| 1 =3 0
-2 5
Svar: 1 -1 -1
1 -3 0

2. (a) Dimensionen av kolonnrummet dr antalet pivotkolonner i A. For att avgora vilka
de ar gor vi radoperationer till TF. Vi har

1 1 2 1 1 2
A = -1 24+h 0 0 3+h 2
o 2 11+4+3h 13+h 0 9+3h 9+h
2 —1—h 13—h 0 -3—-h 9-h
1 1 2
N 0 3+h 2
0 0 3+h
0 0 11—-nh
Nér h = —3 &r 1:a och 3:e kolonnerna pivotkolonnerna. For andra virden pa h

ar 1:a, 2:a och 3:e kolonnerna pivotkolonner.

Svar: h = —3.

(b) Nér h = —3 har A tva pivotkolonner, sa dim(Col(A)) = 2. For andra vérden pa
h har A tre pivotkolonner, sa da ér dim(Col(A)) = 3.

Svar: Svar 2 nir h = —3, och 3 annars.

3. Ekvationssystemtet kan skriva x'(t) = Ax(t), dér



Vi undersoker om A &r diagonaliserbar genom att soka dess egenvirden. De &r 16sningar
till ekvationen

=X 43 +2=A+1)(\+2).

0=det(A—\) = ’ _4_2

-1
1-A
Matrisen har alltsa de tva egenvérdena —1 och —2 och &r darfor diagonaliserbar. Vi
soker egenvektorer till dessa egenviarden. Nar A = —1 har vi

3 1 3 -1
A+ = ( 6 2)“’( 0 0)'

Detta ger (t.ex) egenvektorn vi = (1 —3 )T Nir A = —2 har vi

2 -1 —2 -1
avr = (5 )~ (0 )
Detta ger (t.ex) egenvektorn vo = (1 —2 )T. Vi far att x(t) = cre tvy + cae v,
Villkoret x(0) = (2 —3 )T ger nu systemet

(5 =2)(5)-(3)

Radoperation pa utokad koefficientmatris ger

1 1 2 1 1 2
-3 -2 -3 01 3 )°

Detta ger ¢; = —1 och ¢y = 3.

Svar 71(t) = —e "t + 3¢ 29 = 37! — e 2L

. Vi bestammer forst en bas for nollrummet. Matrisen har trappstegsform sa vi ser att
nollrummet bestér av alla vektorer ( (6z4 — 2x3)/4 2z4 3 a4 )T =xz3(—-1/2 0 1 0 )T—|—
x4( 3/2 2 0 1 )T.En bas for nollrummet utgors alltsa av v, = ( -1 0 2 0 )T

och vy = ( 3 4 0 2 )T. Om B = ( Vi Vo ) , 88 ar kolonnrummet fér B nollrum-
met for A. Vi soker nu Bx sa att | Bx—v| dr minimalt. Det intréffat nédr vektorn Bx—v
ar ortogonal mot kolonrummet for B, dvs nir BT (Bx — v) = 0, eller BT Bx = BTv.

Vi har
r~ (-1 0 2 0 - 5 -3
B B = ( 3 4 0 2 =3 29

ro_ (-1 02 0\[ -5 |_[ -1
BV‘( 3402) 2 _(—13)'

SN O
N O = W

och

Systemtets uttkade koeffiencientmatris &r dérfor
5 -3 -1 -1 55 =27
T T _ ~ ~
(BBBV)_<—3 29 —13) (—3 29 —13)

N L =55 27 I =55 271\ (1 =10
0 —136 68 0—-2 1 0 -2 1 )°



Alltsasirx = ( —1/2 —1/2 )" och Bx=( =1 —2 —1 —1)". Avstadet mellan
Bx och v éir dirfor lingdenav Bx—v=( =6 3 -3 3)' =3(-2 1 -1 1)"
som ar 3\ﬁ.
Svar: 3/7.

. Matrisen A drdiagonaliserbar precis nir R* har en bas bestaende av egenvektorer till
A. Egenviirden &r 16sningar till

2\ 0 1 5 1— A 0 01—
3 1-2A 0 _3 3 1-2) 0 _3
0 = det(A-Al)= 7 13-\ 7|7 7 1 3-2) 7
1 0 —1 —4-2 1 0 —1 —4-2
1- A 0 0 0
B 3 1\ 0 0 ,
- i P 0 1= =22 N3,
1 0 -1 —3-2\

Egenvirdena &r alltsa —1, —3 och 3. Vi bestimmer dimensionen av nollrummet till A —
A for vart och ett av dessa. Om summan av dessa ar fyra dr A diagonaliserbar, annars
inte. Vi anvénder hér att egenvektorer som hor till olika egenvéirden &ér ortogonala och
dérfor linjart oberoende. Nér A = 1 har vi

10 1 5 10 1 5 10 1 5
AT — -3 0 0 =31 100 3 21 (01 -5 —28
o 71 2 7 0 1 -5 -28 00 3 12
-1 0 -1 -5 0 0 O 0 00 O 0
Detta ger att egenrummet till 1 har dimension 1. Nar A = 3 har vi
-1 0 1 5 -1 0 1 5
-3 -2 0 -3 0 -2 -3 -18
A=3l = 7 1 0 7|7 o 1 7 4|7
-1 0 -1 -7 0 0 -2 -12
-1 0 1 5 -1 0 1 5
0 1 7 42 0 1 7 42
0 0 11 66 001 6
0 0 -2 -12 00 0 O
Alltsa har egenrummet som hor till 3 dimension 1. Nar A = —3 giiller
-5 0 1 5 10 1 1
-3 4 0 -3 00 —4 0
A+sl = 71 6 77|04 30"
-1 0 -1 -1 01 -1 0
1 0 1 1 1 0 1 5
01 -1 0 01 -1 0
00 70 0 0 10
00 —4 0 00 00

Egenrummet till —3 har ddrmed dimension 1. Egenrummens samanlagda dimensioner
ar alltsa 3, sa R* kan inte ha en bas av egenvektorer till A och dirfor ar A inte
diagonaliserbar.

Svar: A ir inte diagonaliserbar.



6.

(a)

Att A dr ett egenvirde till A betyder att Av = Av, fér nagon vektor v # 0.
Multiplikation med 7 ger (TA)v = (7A)v, dvs TA &r egenvérde till 7A (med
egenvektor v.)

Svar: Det stdmmer.

Att X\ dr ett egenvérde till A betyder att Av = Av, for nagon vektor v # 0.
Multipikation med 62 ger (6A4)(6v) = (6))(6v) och att 6v # 0.

Svar: Det stdmmer.

Om v &r en enldsning till Ax = b, och Aw = 0, sa dr A(v + w) = b. Enligt
forutsattning ar dérfor w = 0. Det betyder att nollrummet till A &r trivialt och

darmed har kolonrummet till A dimension n. Kolonnrummet ar ett delrum till
R™, sa diarmed ar n < m.

Svar: Det stdmmer.



