Losningar till MVEO022 Linjir algebra for I1 18-05-31

(a) Det géller att

—8—h 1
Av = 8+2h | =A 2
2 -1
bara dr mojligt ndr A = —2, vilket i sin tur ger h = —6.

Svar: h = —6.

(b) Vektorerna utgor en bas precis nér varje kolonn i matrisen A = ( Vi Vg V3 V4 )
ar pivotkolonn.

Radoperationer ger

1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1
A~ 0 h+1 -1 1 N 0 h+1 -1 1 N 0 h+1 -1 1
0 0 2 h-1 0 0 2 h-1 0 0 2 h-1
0 h+1 1 h-1 0 0 2 h-2 0 0 0 -1

Hér har vi trappstegsform nér h # —1 och varje kolonnn &r da pivotkolonn. Nér
h = —1 finns det en kolonn som inte &r pivotkolonn.

Svar: Nir h # —1.

(¢) En bas ges av pivotkolonnerna i A. Radoperationer ger

1 12 0 1 1120 1
0 10 3 -2 010 3 -2

4~ 0 20 7 4] 71oo0oo0o1 o0 (TF).
0 -1 0 -3 2 0000 0

Av detta foljer att forsta, andra och fjérde kolonnerna i A &r en bas fér kolonn-
rummet.

Svar: Vektorerna vy = ( 1 2 -3 -1 )T, vy = ( 1 3 -1 -2 )T och

V3 = ( 0 3 7 -3 )T Ar en bas for kolonnrummet till A

(d) Vi anvinder Gram-Schmidt och sétter u; = vy och sedan

-1 3 2
5 -1 4
23
Uz = Vo — Luzlul = -5 + — 3 = -2
[[uy ]| 0 23 2 2
2 0 2

3
1
Svar: T.ex u; = 3 |,uy = -2
2
0



(e) En matris dr inverterbar precis néir dess determinant ér # 0. Vi adderar nedersta
raden till 6versta och har

2+h 0 0 2+h 1 0 0 1

B 9 h+2 0 9] 9 h42 0 9

det(A) = _9 T B Rl Rl 1 h -2
h 2 _3 1 h 2 —3 1

Vi subtraherar férsta kolonnen fran sista och far

1 0 0 0
2
det(d) = (ht2)| 5 "FE 0 Yo ot 2)n(1 - b,
h 2 -3 1-—-h

eftersom den sista matrisen dr nedat triangulér.
Svar: Nar h=—-2, h=0, h = 1.

(f) Vi bestdmmer inversen till A med hjilp av Jacobis metod:

1 2 3/11 0 O 1 2 3|1 0 0
(A‘Ig): -2 -5 =80 1 0 ~ 0o -1 —-21|2 1 0
1 -1 =20 0 1 0 -3 5|1 -3 0
1 2 3 1 0 0 1 2 0| 22 9 -3
~ 01 2-2 -1 0 ~ 01 0] 12 5 =2 ~
0 0 1|-7 -3 1 00 1|-7 -3 1
1 0 0]-2 -1 1
~ 0 1 0| 12 5 =2
0 0 1|-7 -3 1
-2 -1 1
Svar: 12 5 =2
-7 -3 1

2. Vi hoppas att A &r diagonaliserbar: om v; och vy &ar egenvektorer till A som bildar
en bas for R? ges allminna losningen av xp = ciAFvy + coA§va, dir Ay och Ay #r
egenvirden som hor till v; respektive vs.

Vi bestdmmer egenvirden genom att losa den karakteristiska ekvationen det(A —AI) =
0. Vi har

_ 13—A 5| |2 _
|A— M| = ’ 30 _12_>\’—)\ —A=6=A=-3)(A+2)
Egenvirden &r darfor A = 3 och A = —2. Eftersom egenvérdena &r reella och har

multiplicitet 1 vet vi att A ar diagonaliserbar. Vi stker egenvektorer.

Néar A = 3 har vi
10 -5 2 -1
A=3l = (30 —15)”(0 0)'

Detta ger att (t.ex) vi=( 1 2 )T ir en bas for egenrummet for 3.



Néar A = —2 har vi

15 -5 3 -1
A=l = (30 10)”(0 0)'

Detta ger att (t.ex) vo=( 1 3 )T ar en bas for egenrummet fér —2.

xk=c13k( ;)+c2(_2)k<;)>.

Néar £ = 0, ska vi ha xy = ( 11 )T. Det ger ett ekvationsssytem med utokad

koefficientmatris
1 1 1 1 1 1 0 2
31 01 -1 o1 -1 /)"

1
2
sacp =2, c0=-—1.
(232t
Svar: Xk—(4.3k-_3.(_2)k .

Detta ger

. Om vi siitter A = ( V] Vg ) géller att varje vektor i H &r Ax, for nat x. Vi &r ndrmast
v nir Ax — v L Col(A), eftersom Col(A) = H. Detta ger vilkoret AT (Ax —v) = 0,
eller ATAx = ATv. Vi loser detta ekvationssystem och har sen att Ax, dir x &r en
16sning, ger den vektor i H som ligger nirmast v.

Vi har
4 2
r, _ (4 112 1 -1 | (22 12
AA_<2—112 11 |72 10) OB
2 2

wW Ot — 0o
Il

7 N
— W
=~ N
N——

Vi loser AT Ax = ATv med radoperationer till trappstegsform:

22 12 32 11 6 16 1 —4 2 -1
T T = ~Y ~Y ~Y
<AAAV)_(12 10 14> (65 7) (6 57) (0

vilket ger x = ( 2 -1 )T och Ax = ( 6 3 1 2 )T, vilket dr den vektor i H som
ligger narmast v. Avstandet mellan v och H &r avstandet mellan v och denna vektor.

Detér|[(2 -2 4 —5)"||=VA+4+16+25=".

Svar: Vektorn ( 6 3 1 2 )T ar den vektor i H som ligger nirmast v och avstandet
mellan H och v &r 7.



4. Om uy, uy ir en ortonormalbas for H ges matrisen for ortogonal projektion pa H av

5.

UUT,déiI‘U:< u; U2 )

Vi bestdmmer forst en ortogonalbas for H med hjilp av Gram-Schmidt och den givna
basen:

w1 = Vi
—4 1 —4 -2
Wo = V2—7VQ.UIU1: 7 —@ 2 = 7 :3 1
Mk 8 | a5 | -2 8 :
14 4 14 2

Normering av wy och wy ger ortonormalbasenuy = (1/5) (1 2 -2 4 )T och uy =

(/5 (-2 1 4 2 )T. Med U = ( u; uy ), har vi att matrisen fér projektionen
ges av

1 -2 10 -20
. 1 2 1 1 2 -2 4 1l 01 o0 2
vrt = | 2 4 (21 42): -2 0 40
4 2 02 04
10 -20
01 0 2
Svar: — 90 4 0
02 0 4
(a) Vi har att
T(p(t) +q(t) = tp®t)+q®)" —2(p(t+1) +q(t+1)) =
= tp"(t) = 2p(t + 1) +1q'(t) = 2q(t + 1) = T(p(t)) + T(q(?))
T(ep(t)) = tep(t)” = 2ep(t +1) = c(tp”(t) = 2p(t + 1)) = T (p(t)).

Detta visar att T" 4r en linjar avbildning.

(b) T &r diagonaliserbar precis nir matrisen for 7' med avseende pa nan bas for Pg ir
diagonaliserbar. Det spelar ingen roll vilken bas vi viljer sa vi véljer darfor basen
B = {1, t, t2, 3}. Matrisen for T relativt denna bas ges av

([TWls [TW]s [TE)s [T()]s ).

Vi har
T(1) = t-0-2-1=-2
T{t) = t-0-2(t+1)=-2-2t
T(t*) = t-2-20t+1)*=-2-2t—2t*
T(t%) t-2-3t—2(t+1)> = -2 — 6t — 2t

Koordinaterna med avseende pa B utgors av koefficienterna sa matrisen for 7' blir

-2 -2 -2 =2
0 -2 -2 —6
0 0 -2 0
0 0 0 -2

M =



Matrisen dr uppat triangulir, sa egenvirdena star lings huvuddiagonalen. Vi ser
att enda egenvirdet &r —2 med multiplicitet 4. For att M ska vara diagonaliserbar
kravs att nollrummet till M + 21 har dimension 4, men

0 -2 -2 =2

0 0 -2 —6
M+ 21 = O 0 0 0
0O 0 0 O

sa nollrummet har dimension 2.

Svar: Nan san bas for P3 finns inte.

Om Av = \v, giller A(Bv) = ABv = BAv = B(\v) = A(Bv), si Bv &r en
egnvektor till A.

Svar: Det stdmmer.

Om 0 ar ett egenviirde till A giller att Ax = 0x = 0, fér nat x # 0. Det 4r samma
sak som att kolonnerna i A &r linjért beroende.

Svar: Det stdmmer.

Om t.ex. A = ( 1 2 ) och B = AT, giller att AB = 5 som #r inverterbar,

medan BA<;>(1 2)<;Z)

som har determinant 0 och darfor inte ar inverterbar.
Svar: Det stammer inte.



