(a)

Lésningar till MVEO022 Linjir algebra for 11, 18-08-27

Vi identifierar pivotkolonner i utékade koefficientmatrisen med radoperationer till
trappstegsform:

-3 3 2h—-1] -2 1 -2 6 3 1 -2 6 3
4 -5 7—-2h 5 ~ 4 -5 7—-2h 5 | ~1 0 3 —17-2h| -7
-2 2 h—2]-2 -2 2 h—2|-2 0 -2 h+10 4
1 -2 6 3 1 -2 3
~ 0 1 =7—h| -3 |~ O 1 =7—h| =3 |~
0 -2 h+10 4 0 0 —h—4]-2

Har har vi trappstegform och de tre forsta kolonnerna &r pivotkolonner nér h #
—4 och vi har da precis en 16sning. Néar h = —4 &r sista kolonnen pivotkolonn och
16sning saknas.

Svar: Precis en 16sning néir h # —4 och ingen 16sning néar h = —4.

Om A betecknar standardmatrisen dr v i bilden av T precis nir Ax = v ér
konsitent (har en 1sning).

Vi gor radoperationer pa utokad koefficientmatris till trappstegsform:

2 3 3 1 2 3 3 1
(A]v) - 4 7 T|8+2h 0 1 1|6+2h
6 6 4 5 0 -3 -5 2
4 8 12 —2 0 2 6 4
2 3 3 1 2 3 3 1
01 1 6 + 2h 01 1| 6+2h
~ 0 0 —2| 20460 || 0 0 —2|20+6h
0 0 4|-16-4h 0 0 0[24+8h

Héar har vi trappstegsform och sista kolonnen &r inte pivotkolonn precis nir h =
-3.

Svar: Nar h = —3.

Vi har att
2 —4
-2 1
Vi°+Vy = 1 . 9 =-8—-2+2+8=0,
4 2

sa de tva vektorerna #r ortogonala och déirmed linjért oberoende. De utgor dérfor
en ortongonalbas for H = span{vy, va}. Det betder att den ortogonala projektio-
nen av v pa H ges av

2 —4 0
Vevy vevy 30| -2 n 25 1| | -3
VE " T veE? T 1 [T o2 [T 4
2 10



Svar:

10

(d) Om v ir en egenvektor till A giller Av = Av, dér A det egenvéirde som v hor till.

Vi har
2 3 2 1 2
Av = 1 7 3 -2 = —4 = 2v.
6 6 4 3 6
Svar: 2.

(e) Det giller att A[v]4 = v = B[v]g. Vi far

-1 1 2 1 6
v=AV]a= 1 00 1 ]1=11
-2 1 1 3 2

Vi loser B[v]p = v genom att gora radoperationer pa utékade koefficientmatrisen

och far
-11 3 6 -1 1 3 6 -1 1 3 6
(B|v) = 10 -4 1|~ 0 1 -1 7|~ 0-1 0 -10 |~
-2 1 6 2 0 -1 0 -10 0 0o -1 =3
-1 1 0 -3 -1 0 0 -13
~ 0 -1 0 —-10 | ~ 0o -1 0 -10 |,
0 0 -1 -3 0 0 -1 -3
13
som ger [v]g =] 10
3
13
Svar: [v|]g=| 10
3

(f) Om Az s betecknar den matris som far fran A genom att stryka rad 3 och kolonn
2 giller att elementet pa position (2,3) 1 A~! ges av

3 2 -1 3 2 -1
(—1)2+3 -1 -1 -1 —2(h+1)
————det(Az2)=—1]9 8 —-1|=—|0 2 2 | =—(3(842h—6)) = ———=.
det(A) 2Th | g o 141 2Th | o 3 44p 27h( ) 9h
Svar: ,M.
9h

2. Vi har att H = Col(A), dir A = ( vi vy ). Detta ger att H- = Null(4”), som vi
bestdmmer en bas for genom att géra radoperationer pa A7 till trappstegsform:

AT_5860N172673N172 6 3\ (1 -2 6 =3
~\4 10 0 3 4 10 0 3 0 18 —24 15 0 6 -8 5 )°



Detta ger x4 = t, 23 = s, x2 = 4s/3 — 5t/6 och z; = 2(4s/3 — 5t/6) — 6s + 3t =
—10s/3 + 4t/3, dvs att 16snignarna till ATx = 0 ges av

~10 8
S 4 t -5
X=3 3 |76 o
0 6

vilket ger att de tva vektorerna i hogra ledet &r en bas for HL.

Vi bestémmer en ortogonalbas for H genom att utsitta denna bas for Gram-Schmidts
metod:

8
o = -5
v 0
6
—10 8 —6
. 4| -0 -5 | 3( o
= 3 25 [ o755 5|
0 6 8
sa vi viiljer ug = (5/3)uj.
8 —6
-5 0
Svar: (T.ex.) E 5
6 8
3. (a) Vi bestémmer forst en bas for nollrummet till A med radoperationer till trapp-
stegsform:
A - 2 10 -9 0 2 10 -9 0 1 -22 18 9
o 5 =2 0 9 1 —-22 18 9 0 54 —45 —18
1 —-22 18 9
0 6 -5 -2 )’
som ger att Ax = 0 har l6sningarna x4 = t, 3 = s, 2 = 55/6 + t/3 och
x1 =22(5s/6+t/3) — 18s — 9t = 25/6 — 5t/3 som ger
2 -5
s 5 n t 1 S n t
T 6|73l o] 6 TE™
0 3

som ger att de tva vektorerna i hogra ledet &r en bas for nollrummet. Med B =
( Vi Vg ) ska vi fa vinstra ledet att ligga sa nira hogra ledet som mojligt i
Bx = v. Det intriffar nir x 16ser normalekvationen BT Bx = BTv. Vi har

2 -5
P 256 0\|5 1| (65 =5
BB_(5103> 6 0 _<5 35)
0 3
—6
. 2 56 0 5 | (55
B"_(5103> 7 _(65)
10




Vi loser BT Bx = BTv genom radoperationer pa utokade koefficientmatrisen och
har

65 —5 b5 13 -1 11
T T ~J ~Y ~Y
(BYB|BIv) (5 35 65) (1 713)
-1 7 13 -1 7 13 -1 0 -1
0 90 180 01 2 o1 2)°
; . Av detta foljer att Bx = ( -8 7 6 6 )T ar den vektor
i nollrummet till A som ligger ndrmast v.

som ger X =

-8

Svar: g

6

(b) Avstandet mellan nollrummet till A och v &r avstandet mellan den vektor i noll-
rummet till A och v. Fran a) har vi dirfor att avstandet &r

-8 —6 -2
7 5 2

— = :\/7: .

e Sll=n] | I=vAFIFTF =5
6 10 —4

Svar: 5.

4. Vi bestdmmer egenvérden till A genom att 16sa

6-\ 22 -6 6 92\ 0 0 —2(2-))
2 1-2A 0 4 9 1-2) 0 4
0 = det(A-AL)=| o ~ 5 4 1817 -9 -1 1-2x 18
9 11 -3 —1-2A 9 11 -3  —1-2A
| 0 0 9 1 0 0 0
2 1-2 0 4 21— 0 0
= @=N 9 9 1., 181=C-N| g 1 1-x o7
9 11 -3 —1-2 9 11 -3 3-2

= 2-N1-N*B-N).
Detta ger att egenvirdena ar 1 med multiplicitet 2, 2 och 3 med vardera multiplicitet
1. Det betyder att A &r diagonaliserbar precis nir egenrummet till 1 har dimension 2.

Vi bestdmmer dimensionen av egenrummet till 1, som &dr samma som nollrummet till
A — I, med radoperationer till trappstegsform:

5 22 -6 -6 1 0 0 -2
2 0 0 4 2 0 0 4
A=l = -9 -1 o0 187 -9 -1 0o 18|~
2 11 -3 -2 2 11 -3 -2
1 0 0 -2 1 0 0 -2
N 0 0 0 0| _ [0 -1 0 o0
0 -1 0 0 0 0 -3 2
0 11 -3 2 0 0 0 0




5.

Hér ser vi att vi har tre pivotkolonner, sa dimensionen av egenrummet till 1 &r 1, vilket
ger att matrisen inte dr diagonaliserbar.

Svar: Matrisen dr inte diagonaliserbar.

(a)

H &r ett delrum till Mss om det innerhaller O, &r slutet under addition och
multiplikation med skalér.

i. Eftersom OB = O giller att O € H.
ii. Antagatt A, C € H,dvs att AB = O och CB = O. Da giller att (A+C)B =
AB+CB=0+0=0,sa A+C € H.
iii. Antag att A € H, dvs AB = O och att ¢ dr en godtycklig skalér. Da giller
(cA)B =¢(AB) =cO=0,sacA€H.

a)
az
B = ( b; by ) . D4 giller att AB = O precis nir al och al ligger i ortogonala
komplementet till Span{b;, ba} = Col(B), vilket &r samma som nollrummet
till B”. Vi bestimmer dimensionen av detta genom att géra radoperationer till
trappsegsform pa BT :

BT — 1 1 2 1 1 N 1 1 2 1 1

3 -1 3 0 0 0 4 -3 -3 -3
Vi har alltsa tva pivotkolonner, vilket ger att dimensionen &r 3. Lat vy, va, v3
vara en bas. Detta ger att AB = O precis nidr a; och ay bada dr linjarkombi-

nationer av v, v1, vI. Om A € H giller att dven < 861 ) och ( ;3? ) ligger
2

Lat a; och ap vara raderna i A = ( ) och by och by vara kolonnerna i

aj
0
linjéarkombination av foljande sex matriser i H :

() (5) (%) () () ()

Dessa sex matriser &r linjart oberoende eftersom

_(OoN_ (Vi vy vy
o = (3)n()n(§) o0 (%)
0 0 0 o clvf + CQVQT + 63V§F
+ C4<V1T>+C5<v2T>+66<v§>_<c4vf+C5v§+c6v§

bara intréiffar nér ¢y = ... = ¢g = 0, eftersom vy, vo, vg &r linjart oberoende.

i H. Eftersom A = ) + ( : ), giller darfor att varje A € H &r en
2

Svar: Dimensionen av H ar 6.

Om A = ( (1) 7(1) ) , sa géller att A( Z ) = < 72 ) som &r ortogonal mot

Z for alla a och b. Matisen A &r matrisen for rotation 90° moturs i planet
och har dérfor inte 1 som egenvérde.
Svar: Pastaendet stdmmer inte.



(b)

Ett polynom p(t) i P4 har grad hogst 4 (eller dr nollpolynomet). Talen 2 och 3
ar enligt faktorsatsen nollstéllen precis nir p(t) = (t — 2)(t — 3)(a + bt + ct?) =
a(t —2)(t —3) +bt(t —2)(t — 3) + ct?(t — 2)(t — 3). Det betyder att delrummet &r
linjéra holjet till de tre polynomen (t — 2)(t — 3), t(t — 2)(t — 3), t2(t — 2)(t — 3).
Dessa iir linjirt obereoende eftersom a(t—2)(t—3)+bt(t—2)(t—3)+ct?(t—2)(t—3)
ar nollpolynomet precis nir polynomets samtliga koefficienter &r 0. Genom att
identifiera koefficienter framfor ¢*, 3 och ¢2 far vi att ¢ = 0 sen b = 0 och tillsist
a=0.

Svar: Pastaendet stdmmer.

Matrisen A #r diagonaliserbar precis nir det finns en diagonal matris D och
en inverterbar matris P, si att A = PDP~!. Rikneregler for transponat ger
AT = (PDP~ YT = (P~H)TDTPT = (PT)~'DPT, vilket visar att AT #r diago-
naliserbar, eftersom P7 #r inversen till (PT)~1.

Svar: Pastaendet stdmmer.



