1.

Losningar till MVEO022 Linjir algebra for I1 18-10-13

(a) v &r en linjir kombination av vy, vo och vs precis nir Ax = v, dir A =
( Vi V3 V3 ) , har en 16sning.
Radoperationer pa utokad koefficientmatris ger

1 1 -3] 1 11 3] 1
7 -6 25| 1 0 1 4] 8
(Afv) 2 —2 9| 1|~ o o 31 3|7
76 h|-1 0 —1 h+21]-8
11 31 1 1 -3 1
0 1 418 01 4 8
00 1)1 00 1 1
00 h+25]0 0 0 0|—(h+25)

Vi ser att sista kolonnen &r pivotkolonn precis nir h # —25, sa ekvationssystemet
dr 16sbart nidr h = —25 (och bara da).

Svar: Nar h = —25.

(b) Vi utsétter systemets utékade koefficientmatris for radoperationer och far

14 14 6+2h 25 2 2 2 3 2 2 2 3
6 4 44+4h 8 |~ 6 4 44h 8 |~ 0 -2 -24h 2
6 6 h+2 11 6 6 h+2 11 0 0 h—4 2

Héar har vi trappstegsform nér h ## 4 och sista kolonnen &r da inte pivotkolonn,
medan 6vriga dr det. Det ger att det finns precis en 16sning for varej h # 4. Nér
h = 4 ér sista kolonnen pivotkolonn, sa 16sning saknas.

Svar: Precis en 16sning for varje h # 4 och ingen 16sning nér h = 4,

(¢) Radoperationer ger

3 2 -3 =2 2 3 2 -3 -2 2 3 2 -3 -2 2
A = 6 3 -4 -11 -3 |~ 0 -1 2 =7 =7 |~10 -1 2 =7 =7
5 7 —-11 -29 -9 0 -3 4 -19 -19 0 0 -2 2 2

Av detta foljer att forsta, andra och tredje kolonnerna i A dr en pivotkolonner.

Svar: Forsta, andra och tredje kolonnerna.

(d) Radoperationer ger

1 -1 1 3 =3 1 -1 1 3 -3 1 -1 1 3 -3
A = 2 307 -9]=({0 -1 21 -3 ]=(0 -1 -21 =3 |~
2 -3 0 7 —-15 0 -1 -2 1 -9 0 0 0 0 1
1 -1 1 3 0 1 0 3 2 0
~ 0 -1 -2 10]J]~1012 —-10
0 0 0 01 0 0 0 0 1



For x som loser Ax = 0 géller darfor x5 =0, x4 =t, 23 =8, x9 = =28+ t, 11 =
—3s + 2t, eller att

-3 -2

-2 1

x =t 1 + s 0
0 1

0 0

Detta ger tva vektorer som tillsammans bildare en bas for nollrummet.

-3 -2

-2 1

Svar: T.ex b; = 1 , by = 0
0 1

0 0

(e) En matris &dr inverterbar precis nér dess determinant dr # 0. Radoperationer

2 3

1 1 2 3 i_h _9

det(A) = 1 6—-h 1|=|0 4-h —2 :‘ 0 1+h’:<4_h)(1+h)
1 6-h 2+4+h 0 4—h —-1+4+h

Det ger att matrisen &r inverterbar for alla A utom A =4 och h = —1.

Svar: Determinanten dr —h2 + 3h + 4. Matrisen #r inverterbar utom nir h = 4
och nir h = —1.

(f) Vi bestdmmer inversen till A med hjilp av Jacobis metod:

1 2 =3[10 0 1 -3 1.0 0
(A|lI) = 2 5 —4/0 1 0 |~(01 2/-210 |~
-3 -4 14]0 0 1 02 5| 301
12 -3/ 1 00 1 2 0] 2 -6 3
~ 101 2/-2 10]|~[010]-16 5 -2 |~
00 1| 7 -2 1 00 1| 7 -2 1
10 0| 54 —16 7
~ |0 10|-16 5 -2
001 7 -2 1
54 —16 7
Svar: —16 5 -2
72 1

2. A:s, B:s och C':s intékter fran den interna handeln &r p4, pg respektive pc.

A:s konstnader &r pa/5 +pp/5 + pc/5. Motsvarande f6r B och C &r pa/5+ 2pp/5+
3pc /5 respektive 3pa/5+ 2pg /5 + pc /5.

Intdkter och kostnader ska balansera, vilket leder till ekvationen

DA /5 1/5 1/5 DA
e | = 1/5 2/5 3/5 P
pc 3/5 2/5 1/5 pC



Vi sétter p = ( PA PB Pc )T och later A beteckna matriser och far att Ap = p, dvs
att p &r en egenvektor till A som hor till egenvérdet 1. Vi stker en bas for egenrummet
till detta egenvirde:

—4/5 1/5  1/5 4 1 1 1 -3 3
A—1I; = 15 —=3/5 3/5 |~ 1 -3 3]~[0 -11 13
3/5 2/5 —4/5 3 2 —4 0 11 -13

1 -3 3

~ | 0o —11 13

0 0 0

Detta ger pc =t, pp = 13t/11 och p4 = 6t/11. Vi ska ha py = 1, vilket ger t = 11/6
och pp = 13/6 samt pc = 11/6.

Svar: pp = 13/6 och pc = 11/6.

. Vi sétter
3 3 5

A= 1 5 5 |, x=| 22
1 3 7 T3

och har att vi ska 16sa x/(t) = Ax(t). Om R? har en bas som bestar av egenvektorer
v1, Vo och vs till A ges allminna losningen till ekvationen av x(t) = c;viet™ +
covael*? +eavset?s | dir ¢, co, c3 dr godtyckliga konstanter och A1, Ao, A3 dr respektive
egenvektors egenvirde.

Vi bestdmmer egenvérden till A genom att 16sa

3-A 3 5
det(A — Al) = 15—\ 5]=0
1 37—\

Addition av kolonn 2 och 3 till férsta i determinanten ger

11—\ 3 5 1 3 5
0 = | 11-X 5-2X 50=(11-XN]1 5-2x 5| =
11—\ 37—\ 1 37—
1 3 5
= (11=X)]|0 2—-2\ 0 |=(11=X)(2-)N)>
0 0 2-X

Egenvirdena till A &r 2 med multiplicietet 2 och 11 med multiplicitet 1.

Vi soker en bas for egenrummet till 2 :

1 3 5 1 3 5
A-2I3 = 1 3 5 ~ 0 0 O ,
1 3 5 0 0 O
vilket ger x3 = t, 22 = s, 33 = —3s — 5t och basen vi = ( =3 1 0 )T, vy =

( -5 0 1 )T for egenrummet som hor till A = 2.



For egenrummet till 11 har vi

-8 3 S 1 3 —4 1 3 —4 1 0 -1
A-111; = 1 -6 5 |~ 0 =9 9 01 -1 |]~101 -1
1 3 —4 0 2v =27 0 0 0 0 0 0

2

vilketgerxgzt,xgzt,acgztocth,:( 1 1 1 )T.

Den allménna losningen ér alltsa

-3 -5 1
x(t) = ¢ 1 | e? 4 ¢ 0 |eP+es| 1 |ttt
0 1 1
)
Nér ¢ = 0 ska vi ha x(0) = 3 | . Detta ger ekvationssystemet
-1
-3 -5 1 c1 5
xt)=[ 1 0 1 o | = 3
0 11 c3 -1

Radoperationer pa utokad koefficentmatris ger

-3 -5 1 b) 1 0 1 3 1 01 3
1 0 1 3 ~1 0 1 1]-1 ~ 01 1]-11],
0 1 1]-1 0 -5 4] 14 0 0 9 9
vilket ger c3 =1, co = =2, ¢ = 2.
Svar: z1(t) = 4e?' + et xo(t) = 2e + ettt 23(t) = —2% + 1t

. Vi bestdmmer forst en bas for ortogonala komplementet till Span{v} for att hitta
vektorer ortogonala mot v. Det dr nollrummet till matrisen ( 2 2 1 4 ) . Param-
terframstéllning av det ges av x4 = u, 3 = ¢, 3 = 5, £1 = — — t/2 — 2u, sa en bas
for ortogonala kompletmentet till Span{v} ges av

-1 -1 -2

1 0 0

bl - 0 9 b2 - 2 ’ b3 - 0

0 0 1

Vi anviinder Gram-Schmidts metod pa dessa och far
u = by

-1 -1 -1
N b—b2.u1u— 0 _1 1 _1 -1
7 dwmlE L 2 o2 o) 2| 4
0 0 0

Vi véljer hér istéllet uy som 2ub.



5.

Vidare far vi

-2 —1 —1
u’ :bg—bg.u1 bg.u2U.2— 0 —g 1 _3 -1 =
’ ERE IENE (1) 2 8 13 3
—16
_ 2| 16
18 -8
18

Vi viljer hir uz som —(9/2)uj. De fyra vektorerna v,u, us och us utgér nu en
ortogonalbas for R,

2 -1 -1 8
Svar: (T.ex) % , (1) , _}1 , i
4 0 0 -9

(a) For att visa att H #r ett delrum ska vi visa att nollpolynomet ér i H och att H
ar sluten under addition och multiplikation med skalér.

i. Eftersom nollpolynomet &r noll i alla punkter géller att det har samma vérde
i—1,0o0ch 1 och &r dérfér med i H.

ii. Antag att p(t) och ¢(t) ligger i H. Det betyder att p(—1) = p(0) = p(1) och
att g(—=1) = q(0) = g(1), vilket ger p(—1)+¢(—1) = p(0) +¢(0) = p(1) +4¢(1).
Det ger att p(t) + ¢(t) har samma virde i —1, 0 och 1 och #r dérfor med i H.

iii. Antag att p(t) ligger i H och ¢ #r en skaldr. Da giller p(—1) = p(0) = p(1)
och dédrmed att cp(—1) = ¢p(0) = ep(1), vilket visar att cp(t) ligger i H.

(b) Att p(t) € H betyder att p(t) — p(0) har nollstéllena —1, 0 och 1. Faktorsatsen
ger att p(t) —p(0) = t(t — 1)(t+ 1)g(t), dér ¢(t) &r godtyckligt av grad 2 eftersom
p € P5. Vi ser ocksa att vi kan vilja p(0) godtyckligt. Detta ger att om p € H, sa
arp(t) = a-1+ (#3 —t)(b+ct +dt?), dér a, b, ¢ och d #r godtyckliga skaldrer. Det
betyder att polynomen p; = 1, po = t3 — t, p3 = t* — t2 och py = t° — t3 spénner
ut H. De é#r linjért oberoende for om a - 1+ b(t3 —t) + c(t* — t2) + d(t° — t?) &r
nollpolynomet maste alla koefficienter i polynomet vara noll, vilket ger d = 0, ¢ =
0, b=0,a = 0. Alltsa utgor p1, pa, ps och py bas for H.

Svar: (T.ex.) 1, t3 —t, t+ — 2 > — 3.

(c) Vi har att T(1) = 2, T(t3 —t) = 0, T(t* — t?) = 2/5 — 2/3 = —4/15 och att
Tt —t3) =0.
Polynomet q(t) = a-1+b-(t3 —t) +c- (t* — ) + d(t5 — t3) ligger i kiirnan till T
precis nir 0 = T'(¢(t)) = 2a — 4¢/15, dvs 15a/2 = c.
Det betyder att q(t) = (a/2)(2 + 15t* — 15t2) + b(t> —t) + d(t° — t?), dér a/2, b
och d ar godtyckliga. Av detta foljer att polynomen ¢, = 2 + 15t* — 152, go =
t3 —t och ¢3 = t° — 3 spéanner ut kdrnan till 7. De &r linjéirt oberoende for om
aqi + bga + cqz = a(2 + 15t* — 15t2) + b(t3 — t) + c(t®> — t3) &r nollpolynomet, sa
maste c=a=0=0.

Svar: (T.ex.) 2 + 15t8 — 152, ¢3 — ¢, ¢5 — 3.



6. (a) Om x och y ér ortogonala giller att x+y = 0, sa
Ix=yl]> = (x—y):(x—y) = xx=2xy+yy = xx+2xy+yy = ((x+y)-(x+y) = |[x+yl*.

Eftersom ||x — y|| och ||x + y|| bada ir icke-negativa och har samma kvadrat #r
de lika.

Svar: Det stdmmer.

(b) Om t.ex. A dr en 2 x 3-matris med pivotposition pa varje rad, sa &r en kolonnn i
A inte pivotkolonn. Det betyder att ekvationen Ax = 0 har en icke-trivial 16sning
b # 0. Da géller att T'(b) = T(0), sa T &r inte injektiv.

Svar: Det stammer inte.

(¢) Varje delrum H till R™ har en ortonormalbas uy,...,u,. Standardmatrisen for
ortogonal projektion ges dd av A = UU”, dir U = ( U ...ouy, ) . Det betyder
att AT = (UUT)T = (UT)TUT = UUT = A, vilket visar att A dr symmeterisk.
Svar: Det stdmmer.



