Losningar till MVEO021 Linjir algebra for I1 17-08-19

1. (a) Vektorer dr ortogonala precis nér deras skaldrprodukt &r 0. Vi har u+v = 8 —
5h —2+h? =h?>—5h+6 = (h—2)(h—3).
Svar: Nér h = 2 och nér h = 3.

(b) Lat B beteckna basen {vi, vo}. Om vi sitter A = ( vi vy ) och later [b]s
beteckna koordinaterna for b relativt basen B géller att A[b]s = b, sa att sokta
vektorn [b]g loser ekvationen Ax = b. Ekvationens utékade koefficientmatris
utsétts for radoperationern till trappstegsform:

1 1] 2 1 12
2 1| -3 0 11
2 2| 4|71 o o]o TF.
2 2| 4 0 0/0

Losning av detta ger x = ( 1 ) .

Svar: ( 1 )

(c) Matrisen &r inverterbar precis nér dess deteriminant |A| &r skild fran 0. Vi har,
med rékneregeler for determinanter, att

g 0 h oo ho 03 ho3

4] = =13 0 h|=-h = —h(h®*—9) = —h(h —3)(h +3).
2 h 20 5 B 9 3 h
1 2 31

Svar: Matrisen saknar invers ndr h = 0, och néar h = £3.

(d) Om A = ( Vi V2 V3 ) géller att de tre vektorerna &r linjért beroende precis
nir Ax = 0 har en 16sning x # 0. Det 4r samma villkor som att A har en kolonn
som inte &r pivotkolonn. Radoperationer ger

1 -2 —6 1 -2 —6 1 -2 —6
2 1 13 0 5 25 0 1 15 . .

A 3 o3 wl~lo 5 s 1™l o o nos (TF oavsett viirde pa h).
3 -4 -8 0 2 10 0 0 0

Svar: h = 3.

(e) Satt A = ( Vi Vo ) . En vektor u ligger da i ortogonala komplememntet till H
precis nir ATu = 0. Det ger att H &r nollrummet till AT, som vi nu bestimmer
en bas fér. Radoperationer ger

AT 1 -2 2 2 1 -2 2 2
oLl -1 02 2 0 1 0 0/



Allménna l6sningen till detta ér x4 = x4, r3 = x3, 2 = 0, 1 = —2x3 — 214, SOM
ger basen wy = ( -2 0 1 0 )T,WQ = ( -2 0 0 1 )T. Vi bestamer nu
en ortogonalbas med hjélp av Gram-Schmidts metod och har

u; = Wi

Weug
Uy = W2

4
=2 00 ) o220 1 0) = (=25 0 a5 1)

Svar: (Tex)w=( -2 0 1 0) ,up=(-2 0 —4 5)".

Vi bestammer inversen till A med hjilp av Jacobis metod:

312[1 00 1 1 1/0 10
(A]Is) = (11 1/010]|~|0 -2 -1[1 =30 |~
43 3[0 01 0 -1 1[0 —4 1
11 1/01 0 11 0[-1 -4 2
~ 101 1[04 -1 |]~[010]-1 -1 1|~
00 1|1 5 -2 001 1 5 =2
100l 0 -3 1
~ 1 010|-1 -1 1
00 1| 1 5 =2
0 -3 1
Svar: [ -1 -1 1
1 5 =2

Dimensionen av nollrummet dr antalet kolonner i A som inte dr pivotkolonner.
For att avgora vilka de &r gor vi radoperationer till TF. Vi har

-2 2h+6 1+3h 2h—-4 -2 2h+6 1+3h 2h—4
A = 5 —15—-3h —-13-2h 10—-3h | ~ 1 -3+h —-11+4h 24h | ~
2 —6 h—17 4 0 2h 4h —6 2h
1 -3+h —1144h 2+4+h 1 -3+h —-11+4h 247
~ 0 4h =21+ 11hA 4h | ~1 0 h 2h -3 h
0 2h 4h —6 2h 0 0 —-9+3h 0

Néar h = 0 ar 1:a och 3:e kolonnerna pivotkolonnerna. Nar h = 3 &r 1:a och 2:a
kolonnerna pivotkolonnerna. Fér andra virden pa h dr 1:a, 2:a och 3:e kolonnerna
pivotkolonnerna.

Svar: Dimensionen av nollrummet &r 2 ndr h = 0 och ndr h = 3. For andra
véarden pa h ar dimensionen 1.

Vi har att

1+7h

Ab = —13+8h

h—17

Inget virde pa h gor hogra ledet till nollvektorn.
Svar: Inga h.



3. Lat a, vara antalet konsumenter som anvinder fabrikat A efter n manader, och b,
motsvarande for fabrikat B. Vi har ag = a och by = b. Uppgifgen ar att berdkna a,

och b,,. Vi satter x,, = ( an, by, )T.

Information i uppgiften ger att x, 11 = Mx,,, dar

i=(3s 3 )

Upprepad anvéndning av detta samband ger att x,, = M"x(. Vi hoppas att M &r
diagonaliserbar och bestdmmer darfor egenvarden till M. De &r 16sningarna till 0 =
det(M — AI) och vi har

_ 1/6 — A 13| 2 5 1 1
det(M — XI) = ‘ 5/6 2/3— '—)\ 6)\ 6—()\ 1)()\+6)'
Detta ger egenvirdena A =1 och A = —1/6. Vi soker baser {6r egenrummen till dessa

egenvirden. Vi har
_ —5/6 1/3 -5 2
M= = ( 5/6 —1/3) ( 00)’
sa vy = ( 2 5 )T 4r en bas for egenrummet till A = 1.
Vi har
1 B 1/3 1/3 11
Mgl = (5/6 5/6)N(0 o)’

sdve=(1 -1 )T ir en bas for egenrummet till A = —1/6.

Eftersom R? har basen vi, vy som bestar av egenvektorer till M dr M diagonaliserbar

och M = PDP~!, dir
2 1
P - (i)

b= ((1) 1/2)'

Detta ger
M= pan—1:(§ 1)(13 <1/6>2>'17(é §>:
1/ 2+5(-1/6)" 2—2(-1/6)"
- F(30 )
Detta ger

< — ( (2/7 = (5/7)(=1/6)")a + (2/7 = (2/7)(=1/6)")b )
! (5/7+ (5/7)(=1/6)")a + (5/7+ (2/7)(=1/6)")b ]

Svar: Efter n manader anvinder (2 —5(—1/6)")a/7+2(1 — (—=1/6)™)b/7 konsumenter
fabrikat A och 5(1 + (—1/6)")a/7 + (5 + 2(~1/6)")b/7 anviinder B.



4. (a) Vibestdmmer foérst en bas for kolonnrummet. Pivotkolonnerna i A utgér en sadan.
Radoperationer ger

2 -2 2 0 -1 1 -1 -3 -2 6
a4 2 2 2 2 0 0 8 4 —13
- 1 -1 -3 -2 6 0 0 -4 -2 11
3 -3 1 -1 4 0 0 10 5 —14
1 -1 -3 -2 6 1 -1 -3 -2 6
0 0 —4 -2 11 0 0 -4 —4 11
~ o 0o 0 o 9| 1lo o o o 1 TF.
0 0 0 o0 1 0 0 0 0 0

Vi ser att 1:a, 3:e och 5:e kolonnerna i A &r piviotkolonnerna och ddrmed &r

2 2 —1

-2 2 —1

Vi = 1 ’ Vo = -3 s vy = 6
3 1 4

en bas for kolonnrummet. Vi underkastar den Gram-Schmidt och far

u; = Vi
V2 eug
Uy = V2—72U1:V2—0'U1:V2.
[[a ||
V3eeUup V3 U2 18 + 18 +
us =— V33— u; — Uy =V3 — — -V — Vo =V3—V]+Vy=
3 3 TAE 1 TS 2 3T Vit g V2 3 1 2
2 2 -1
.. -2 2 3
Svar: En ortogonalbas utgérs av u; = 9 |Fu2=] 3 |w= 9
3 1 2
b) Enligt projektionsformel ges den ortogonala projektionenvavv=( 6 4 2 4 r
( gt proj g g proj
av
N veu Veus Veug
v = u; + - U U3 = (1)
[ |2 |[uz|[? |[us[?
2 2 -1 3
18 -2 18 2 18 3 3
= —_— - oA = 2
s 1|Tw| 3| | 2 0 @)
3 1 2 6
Svar:

YO W W

NN W =



5.

6.

(¢) Avstandet mellan v och kolonnrummet dr samma som avstandet mellan v och v
och det ar

|=VI+1+4+4=3V2

V=~ = |l

NN = W

Svar: 3v/2.

Om u;, uy dr en ortonormalbas fér HL och vi siitter U = ( u; us ) sa ges stan-
dardmatrisen for ortogonal projektion pa H+ av UUT.

Vi bestdmmer forst en bas for HL. Om vi sitter
A= ( Vi Vo )

sa giller att x € H* precis nir ATx = 0, dvs H+ = Nul(A7). Vi bestammer dirfor
en bas for Nul(AT). Radoperationer ger

AT 2 2 45 2 2 45
~ -2 2 5 4 04 -1 9 )

Allménna 16sningen till ATx = 0, ges darfor av

1 (—2x9 — 4x3 — bx4)/2 -9 -1

- o - (.733 — 9.’)34)/4 o E 1 % -9

x = T3 B T3 4 4 + 4 0
T4 T4 0 4

Déarmed ar v = ( -9 1 4 0 )T,VQ = ( -1 9 0 4 )T en bas for H+. Vi
ser ocksa att vy » vy = 0, sa det dr en ortogonalbas. Bada vektorerna i basen har
lingd 8T+ 1+16 = v/2-49 = 7v/2. Vi har darfor att u; = (1/(7v2))vy, ug =
(1/(7v/2))vy dr en ortonormalbas. Standard matrisen for ortogonala projektionen pa
H* ges dirfor av

-9 -1 82 0 -36 -4
UUT:i 1 -9 (—9 140)1 0 82 4 —36
98 4 0 -1 -9 0 4 08 | —36 4 16 0
0 4 -4 -36 0 16
41 0 —18 -2
1 0 41 2 —18
49 | —18 2 8 0
-2 —18 0 8
41 0 —18 -2
Svar: L 0 41 2 —18

49 —18 2 8 0
-2 —18 0 8

(a) Att O inte &r ett egenviirde till A betyder att Ax = 0 = 0x, bara om x = 0.
Eftersom A &r kvadratisk dr A dérfor inverterbar.

Svar: Det stdmmer.



(b) Vi har att
(A b)~(U b ) TF.

Sista kolonnen &r ej pivotkolonn eftersom U har ledande element pa varje rad
(enligt forutsittning). Alltsa dr Ax = b losbar for varje b.

0 0
aen=(00)

0 0
(00,

Varje vektor ér egenvektor till AB (med egenvirde 0). Vektorn < (1) ) dr inte

Svar: Det stdmmer.

(¢) Om vi sétter

sa géller

egenvektor till A = B.
Svar: Det stammer inte.



