MVE025 (KMA F, 4p)

Komplex matematisk analys fér F2 & Kf2, HT 2006

SATS (KARAKTERISERING AV HAVBAR SINGULARITET). Lat f ha isolerad singu-
laritet i zg. Da &r foljande pastaenden ekvivalenta:

(i) f:s Laurentutveckling i en punkterad omgivning till zy innehaller inga negativa
potenser av z — 2p;

(71) f har ett (dndligt) gransvirde da z — 2o;

(i17) f ar begransad i en punkterad omgivning till z.

BEVIS. (i) 7= (ii)
Av (i) foljer att

f(z)=ao+ai(z —20) + ..., Vz: 0<|z— 2 <e¢,
for nagot € > 0. Vi kan da lata z — zg och far att

3 lim f(2) = ayp.

z—20

(ii) 7= (iii)

Lat lim, ., f(2) = L och vilj e = 1; da géller att det finns § > Osaatt |f(z)—L| < 1
for 0 < |2z — 29| < ¢. Triangelolikheten ger att |f(2)] < |L| + 1 for alla z i den
punkterade d-omgivningen till z.

(111) 7= (i) (Riemanns sats)

Betrakta f:s Laurentutveckling i en punkterad omgivning till z:

f(z)= a_m(z — 20)” +Zanz—zo :

m=1

1 f(©)
ar = — | ————d(¢ Vk € Z,
2mi J., (¢ — zo)k+?
och v kan viljas till cirkeln med medelpunkt zy och radie r (r antas vara sa litet att
~ ligger i den punkterade omgivningen). For koefficienterna med negativa index far

vi da

1 f(©) / 1
= — | ——— —29)" 7 d N N,
a omi ). = zo)—m+1 27” f(¢ 20) ¢, m e
och
1
la_m| < =277+ max |f(Q)]-r™ < Mr™ —0 nir r—0, Ym € N.
27 |¢—20|=r

Eftersom a_,, dr oberoende av r, medfér detta att a_,, = 0 for alla naturliga tal
m. (OBS!N={1,2,3,...})



SATS (KARAKTERISERING AV POL). Lat f ha isolerad singularitet i zo. Da &r
foljande pastaenden ekvivalenta:

(i) f:s Laurentutveckling i en punkterad omgivning till zo innehaller Andligt manga
negativa potenser av z — zp;

(i) lim,_.,, f(2) = 0.

BEVIS. (i) 7= (ii) Lat m vara det storsta naturliga talet, for vilket a_,,, # 0 (d.v.s.
polens ordning). Vi har att

9(2)

f(2) = (2= 20) ™ (a—m + a—mia(2 — 20) +...) = [CEN

dér lim,_,,, g(2) = a_,, # 0. Detta medfor att lim,_,,, f(z) = oo.

(ii) 7= (1) Givet &r nu att lim,_,, f(z) = 0o. Det betyder att f # 01i en punkterad
omgivning till 2y, vilket ger att funktionen h = % har isolerad singularitet i 2y och
att lim, ., h(z) = 0. Enligt foregaende sats har h hidvbar singularitet i zo, d.v.s. h
kan betraktas som analytisk i 2y, och h har nollstélle i zy, vilket ger

h(z) = b (2—20)"+bms1(2—20)™ T +. .., ien omgivning till 2y (b, #0, m > 1).

I en punkterad omgivning till z, géller da att

1 1
fz) = (z —z9)™ ' by + by1(z — 20) + ...

dar funktionen )

m+bm+1(2_20)+

ar analytisk och icke-noll i en omgivning till zy (som kvot mellan tva analytiska
funktioner, dir ndmnaren och taljaren &r skilda fran noll). Darmed har vi

9(z) = 2

g(z) =cot+ci(z—2)+ ...,
och
f(2)=co(z —20) ™ +cr(z—2) ™ +..., (co #0),

vilket skulle bevisas.

SATS (KARAKTERISERING AV VASENTLIG SINGULARITET). Lat f ha isolerad sin-
gularitet i z5. Da ar foljande pastaenden ekvivalenta:

(i) f:s Laurentutveckling i en punkterad omgivning till zy innehaller oéndligt manga
negativa potenser av z — zp;

(i1) f har inget gransvirde ndr z — zj, vare sig egentligt eller oegentligt (d.v.s.
andligt eller odndligt).

BEViS. Foljer direkt av de tva satserna ovan.



SATS (CASORATI-WEIERSTRASS). Lat zo vara vésentlig singularitet for f. Da
galler att for alla o € C kommer f att anta virden godtyckligt nira « i en godtyckligt
liten punkterad omgivning till 2y, d.v.s.

VaeC, Ve,n >0 3Fz,:0< |z, — 2| <n sa. |f(z)—ao <e

BEVIs. Antag motsatsen, d.v.s. antag att
dog € C, Feg,m0 >0 Vz:0<|z— 2| <mo giller |f(2)— ag| > €.

Det betyder att

1 - 1
| f(2) — al €
och darmed att funktionen .
F(z) = ———
( ) f(Z) — O

ar begrdnsad i en punkterad (no-)omgivning till zo. Det ger att ' har havbar singu-
laritet i zp. Av Riemanns sats (se ovan) foljer att F' har ett griansvirde nir z — 2.
Lat lim, .., F(z) = c. Om ¢ # 0 far vi att lim,_.., f(z) = £+ och déirmed att f har
hivbar singularitet i zg, vilket &r en motsigelse. Om ¢ = 0 far vi lim, ., f(2) = oo,
vilket betyder att f har pol i z - dven detta en motsagelse.

Antagandet av motsatsen till satsens pastaende ledde alltsa till motsigelse. Déarmed
ar satsen bevisad.



