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1. a) Anvind residykalkyl for att berdkna Fouriertransformen av funktionen

1
2+ 7
(5p)
b) Anvind resultatet i a) for att bestimma Fouriertransformen av funktionen
CoS T
2+ 7
(2p)
Losning: a) Lat
1
f(z) = 217
da har vi enligt definition att
R o] efita:
t) = —dx. 0.5
f) = | Smte 05
Vi siitter '
efztz
9(z) = 2247
Vi vet da att
f(t) = lim g(z)dz.  (0.5p)
R—o00 [7R,R]
Vi antar forst att ¢t < 0. Lat yz(s) := Re',s € [0, 7] samt o := [~ R, R] U g som da ir en
sluten kurva. Vi har att
—itz TR
dz| < —_ < 0
/ng 2| s max | el <

dd R — oo (1.5p). Hir anvinde vi forst triangelolikheten for integraler, sedan att |e =] =
ey < 1 pa g samt att |22 + 7| > |2|? — 7 = R? — 7 pa g tack vare den omviinda triangelo-
likheten. Detta implicerar att

f(t) = lim gdz.

R—o0 oR



Vi noterar nu att 22 + 7 = (2 + i\/7)(z — i\/7) s& g(z) ér holomorf i C férutom isolerade
singulariteter i +i+/7, dér bara i1/7 ligger i det inre av o R, R > \/R. Enligt rikneregler for
residyer har vi att

e—ztz eﬁt
Res, =\ —F= = —F=. 1
= () i O

Residysatsen séger nu att

TeVTt
dz = 2miRes, = —
/UR g iv79 J7

sa sammantaget far vi att for ¢ < 0 ar

Eftersom f #r reellvird giller rikneregeln

f(t) = f(=)

sa vi far att for ¢ > 0 ar

A(t) . re VTt
=~
Sammantaget far vi darfor att
—V7lt|
5 e
(t) = NV (1p)
b) Lat h(z) := f(x) cos z. Eftersom
eia: + e—iac
cosT = ————
2

far vi att

0 1T —1iT . 1
_ / f({E) e —|—2€ e~ HE o — 2/ —z (t— l)zdx + = / f —z(t+1):ﬂdl, —
1.
- 1
2f *

= -1+ ) = 7}( e VT VT - (ap)

l\)\)—t

Svarade man
VAl
V7

T VT VTt
(e +e )
27

eller

ger det cirka 1p.



2. Lat

14 ¢€*
och A :={z:Re(z) < 0,—7 < Im(z) < 7}. Bestdm bilden f(A).
(Tips: anvind att f(z) = M (e?) dér M (z) := 112.) (7p)

Losning: Vi noterar att |e?| = e® samt att Arg(z) = y + 2wk dir k € Z idr valt sadant att
Arg(z) € (—m,n]. Det foljer att bilden av A under avbildningen e* blir

B:={z:0<|z| <1,—7m < Arg(z) <7} =D(0,1)\ (—1,0], (2p).

(e? = D(0,1) ger ca 1.5p)

Vi har att f(A) = M(B) dir M(z) := £ dr en Mobiusavbildning (0.5p). Vi noterar ait
M(-1) = 0,M(0) = 1,M (1) = oo. Enligt sats avbildar Mobiusavbildningar linjer och
cirklar pa linjer och cirklar. Vi far darfor att M (R U {oo}) = R U {oo} (0.5p). M((—1,0])
maste davara en del av den reella axeln som forbinder punkerna 0 och 1. M ((—1, 0]) innehaller
inte oAd’'ndlighetspunkten, sa vi far att M ((—1,0]) = (0, 1] (0.5p).

Dessutom avbildas enhetscirkeln pa en cirkel eller linje som gar genom 0 och oo, dvs en
linje genom origo. Eftersom enhetscirkel skir den reella axeln i rdt vinkel i punkten —1
och Mobiusavbildningar enligt sats dr konforma maste M (C(0,1)) skira den reella axeln i
rit vinkel i origo, vilket implicerar att M (C'(0,1)) = iR U {oco} (2p). Da M (0) = 1 foljer det
att M (D(0,1)) = {z : Re(z) > 0} (1p). Eftersom M ir en bijektion far vi slutligen att

f(A) = M(B) = M(D(0,1)) \ M((=1,0]) = {z : Re(z) >0} \ (0,1}, (0.5p).

Om man ej forklarar hur man anvinder Mobiusavbildningars egenskaper dras 0.5p. Om f(A) #
M (B) dras 1p. En korrekt 16sning forutom misstaget e = D(0, 1) ger 5p. Om man riknade
som om f var en Mdbiusavbildning gavs i allmAd nhet inga poAd’'ng.

3. a) Anvind Laplacetransformen for att ge en 16sningsformel for begynnelsevirdesproblemet:
u(t) + 20/ () +2u(t) = f(t),  t=0, w(0)=1,  u(0)=0,

dir f #r en given funktion sddan att | f(¢)| < AePt for nigra A, B € R. (5p)

b) Bestidm losningen u explicit (dvs inga integraler i uttrycket) nir f ges av f(¢t) = 1 for
0 <t <27 medan f(t) =0 fort > 27. (2p)

Losning: a) Laplacetransformen av ekvationen ger att
(2 4+ 25+ 2= f+s+2,
vilket vi skriver om som
f s+ 2
(s+1)2+1 + (s+1)2+1

_ f s+1 1
BTSSR rE i e o O

(1.5p)

U=




Enligt rakneregler for LT har vi att

Lletsint) = (s+11)2+1 (1p)
L(e tcost) = (3—51—3214—1’ (1p)
samt 5
L(e7tsint f) = L(e tsint)L(f) = (SHJ;Q—i-l (0.5p)

Viféralltsd atta = L(e ' sint+ f+e sint+e " cost) och det foljer dé fran inversionsformeln
att

u=-e'sint* f+e tsint + et cost. 0.5p

Alternativt ger en korrekt PBU av (SHI)QH samt (ij)gﬂ 1p,
1 1
5(6( ! Z)t) = m, (0.5p)
1 1
L(eC1HI) = por g (0.5p)
samt ~
/
L(THEN 5 f) = P (0.5p)
" 2( (-1t _ (Lrigty gy 1HE 1+2 (1=t 1;ie(—1+i)t’ 0.5p
vilket slutligen ger

u=ce 'sintx f+e 'sint+e tcost. 0.5p

b) Per definition ir faltningen e~ !sint x f givet av:

(e tsint * f)(t) := /0 e "sinrf(t—r)dr. (0.5p)

Da 0 <t < 2 far vi for var givna funktion f att

t —t

t t -r
1
/ e "sinrf(t—r)dr = / e sinrdr = |2 (sinr+cosr)| = —e—(sin t+cost)+=,
0 0 2 o 2 2

dér vi anviinde att —(e~!/2)(sin t+cos t) dr en primitiv funktion till e~* sin ¢ (hittas mha partiell
integration) (1p). Da t > 2 far vi istillet att

t

t t -r
/ e "sinrf(t—r)dr = / e "sinrdr = {— ¢ (sinr + cos r)} =
0 t—2m 2

t—2m

erm — 1

= e !(sint + cost). (0.5p)

Sammansatt betyder detta att

u(t) = %(sint+cost) +5 di o<t<eor

medan

u(t) = e (sint 4 cost) da  t>2m.



4. Bestim antalet nollstillen till polynomet p(z) = 2* —4z 4 1iomradet G := {2 : 0 < Re(z) <
1}. (7p)
Losning: Vi hittar forst antalet nollstillen i hogra halvplanet. Lit v (t) := Re' t € [~m/2,7/2]
och op := [iR,—iR] U~yg. Vi ser att

sd arg(p(Re')) = 4t + 27k for stora R vilket implicerar att argvar(f(yg)) ~ 4n for stora R
(1p). Vi har ocksa att

pliy) = y* + 1 +i(—4y).
Speciellt far vi att
p(iR) = R* +1 — 4R

saarg(p(iR)) ~ 0+ 2mk; och vi ser ocksa att p(iR) ligger i nedre halvplanet. Vidare ser vi att
p(—iR) = R* + 1+ 4iR

sdarg(p(—iR)) ~ 042wk och vi ser ocksa att p(—i R) ligger i ovre halvplanet. Da I'm(p(iy)) =
0 omm y = 0 ser vi att kurvan p([i R, —iR]) endast passerar x-axeln i punkten 1. Detta betyder
dels att p # 0 pa den imaginéra axeln, samt att kurvan p([i R, —iR]) ej kan gé runt O nir den gar
fran p(iR) till p(—iR) (visas bést med figur). Detta implicerar att argvar(p([iR, —iR])) =~ 0
(2p). Vi far att

W (p(on)) = 5-arguar(p(on)) = - (erguar(plom) + arguar(p(iR, ~iR)))) =~ 2

for stora R. Men vindningstal dr heltal sa vi far att for stora R ar

W(p(or)) = 2.

Argumentprincipen siger di att p har 2 nollstAd’llen i int(og) for stora R, dvs p har 2 noll-
stédllen i det Oppna hogra halvplanet.
Nu ska vi hitta antalet nollstéllen i {z : Re(z) > 1}. Lat vj(t) := Re' + 1, € [—n/2,7/2]
och 0% := [1 + iR, 1+ —iR] U ~yg. Forst noterar vi att

plz+1) = 2% +423 +62° — 2.

Detta ger att

. . 4 . 6 . 2
it _ 4 44t 3it 21t
p(Re + 1) =R (6 + Ee + ﬁe — }%4)

sd arg(p(Re® + 1)) a 4t + 2k for stora R vilket implicerar att argvar(f(v5)) ~ 4 for
stora R (0.5p). Vi har ocksa att

p(1+iy) = y* — 6y° — 2 +i(—4y?).

Speciellt far vi att
p(1+iR) = R* —6R* — 2 4 i(—4R?)



sa arg(p(l 4+ iR)) ~ 0+ 27ks och vi ser ocksa att p(1 + i R) ligger i nedre halvplanet. Vidare
ser vi att
p(1 —iR) = R* —6R* — 2 + i4R?

sd arg(p(l —iR)) ~ 0 + 2mwky och vi ser ocksé att p(1 — iR) ligger i 6vre halvplanet. Da
Im(p(1 4+ iy)) = 0 omm y = 0 ser vi att kurvan p([1 + ¢R,1 — ¢R]) endast passerar x-
axeln i punkten —2. Detta betyder dels att p # 0 pa linjen {z : Re(z) = 1}, samt att kurvan
p([1+iR,1—iR]) gar runt 0 en gang i negativ riktning nir den gér fran p(1+iR) till p(1 —iR)
(visas bist med figur). Detta implicerar att argvar(p([1 +iR,1 —iR])) ~ —2m (2p). Vi far att

W (p(oh) = 5-arguar(p(oh)) = o (arguar(pnf) + argoar (p([1 + iR, 1~ iR]))) ~

for stora R. Men vindningstal dr heltal sa vi far att for stora R ar

W(p(oR)) = 1.

Argumentprincipen siger dé att p har 1 nollstillen i int(o’;) for stora R, dvs p har 1 nollstille
i det 6ppna halvplanet {z : Re(z) > 1}. Eftersom vi sdg att p inte hade nagra nollstillen pa
linjen {z : Re(z) = 1} far vi att antalet nollstdllen i G 4r lika med antalet nollstillen i det 5ppna
hogra halvplanet minus antalet nollstéllen i det 6ppna halvplanet {z : Re(z) > 1} (1.5p), dvs p
har ett nollstille i G.

Alternativt kunde man exempelvis rikna ut argumentvariationen av p(v) dir v := [—iR, 1 —
iRJU[1 —iR,1+iR]U[1+iR,iR] U [iR, —iR], med liknande poingsittning.

Om man ej hdnvisade till argumentprincipen drogs 1p. Om man visade arg(p(iR)) ~ 0+ 27k
och arg(p(—iR)) =~ 0 + 2mko men ej forklarade varfor argvar(p([iR, —iR])) ~ 0 gavs 0.5p,
och samma sak for argvar(p[l + iR, 1 —iR]).

. Ber#kna integralerna:

a)
/ sin(1/z) dz.
l2j=1 (2 —2)?
(4p)
b)
/ sin(1/z2) &
l2j=3 (2 —2)?
(3p)
Losning: a) f(z) := 5(12(712/)? dr holo i C férutom isolerade singulariteter i punkterna 0 och 2.

Av dessa ligger endast 0 i det inre av C'(0, 1). Notera att

. 1 11 = )" —ame
m:O
i C\ {0}. Vi utvecklar
1 =1,

6



och darfor

1 1Y Sk+1

Sammantaget far vi
sin(1/z) o~ (D™ ) [Nk S
O (3 ) (S ) - 3 e
m=0 k=1 l=—00

—2m—1,k _ ,—1

dar (eftersom z z7 omm k = 2m)

oo
(—1)™ 2m 41
=D oy = )

1 (=)™ /1\*™ 1
:ZZ @m)] <2> :1(:08(1/2).

Alltsa ar

och Residysatser ger oss darfor att

M z = 2miRes M :ﬂCOS
/Z|:1 (2—2)2‘1 2miR 0<(22)2) 5 (1/2). (0.5p)

b) Bada singulariteterna 0 och 2 ligger i C'(0, 3). Enligt rikneregel for residyer har vi

Ress (M) —sin(1/2),_ = — <C°S(1/Z)> T —%cos(1/2). (2p)

22

Residysatser ger oss dirfor att

Alternativ 16sning av b) &r att notera att Cauchys sats ger att

sin(1/z) ;
[

ar oberoende av R daR > 2, samt att man kan visa att integralen gar mot noll daR — oo (mha
triangelolikheten for integraler).

En felaktig berdkning av Resg (%) paverkar i allménhet inte podngen pa b)-delen, men

om man (felaktigt) anvinder Cauchy’s integralformel i b) ges max 1p.

. Formulera satsen om klassifikation av nollstillen. Bevisa satsen i specialfallet att funktionen &r
holomorf i enhetsskivan D(0, 1) med nollstille i punkten 0. (5p)

Losning: Se bok eller forelasningsanteckningar.



Korrekt formulering ger 2p. Om man inte ger den allminna formuleringen av satsen dras 0.5p.
Om man inte skriver m > 1 dras 0.5p. Om man inte skriver g(zo) # 0 dras 0.5p osv.

Korrekt bevis ger 3p. Fullstindig hirledning av fall ii) givet att det finns & sa ¢, # 0 ger 2p.
Hirledning av fall i) nér sa ej ér fallet ger 1p.

. Formulera och bevisa Rouchés sats. Sp)
Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.

Korrekt formulering ger 2p. Om man ej skriver att olikheten | f| > |g| ska gilla pa kurvan ~
dras 1.5p.

Korrekt bevis ger 3p. Visar man via omvinda triangelolikheten att f o v och (f + g) o 7y dr
homotopaiC\{0} ges 1.5p. Om man ej noterar att homotopin géller justi C\ {0} dras 1p. Visar
man hur detta till en likhet mellan vindningstalen ges 1p. Héanvisar man till argumentprinciper
for att dra slutsatsen att N(f + g,v) = N(f,~) ges 0.5p.

. Visaatt ((2) := >.°° | -L definierar en holomorf funktion i halvplanet {z : Re(z) > 1} (kom

n=1 n?
ihag att n* := e*!"™). ({(2) #r kiind som Reimanns zeta-funktion.) (5p)
Losning: Vi noterar att |-L| = —L. Vi vet ocksa (via t ex integralkriteriet) att > ° L dr

konvergent for alla x > 1. Eftersom en absolutkonvergent serie dr konvergent foljer det att

serien Y o°; - #r konvergent i halvplanet {z : Re(z) > 1} (1p), och definierar dirfor en

funktion ¢ (z) := >.°° | L dir.

n=1 n?

Lata > 1. Pa{z: Re(z) > a} far vi att

o1 <1 &1 > 1
1D~ —C@I=1Y <Y <> —0
1 N+1 N+1 N+1

dd N — oo, dvs serien > >~ # konvergerar likformigt pa {z : Re(z) > a} (1p). Varje
enskild term 1/n? &r kontinuerlig i z saenligt sats dr ((z) kontinuerlig pa {z : Re(z) > a}
(0.5p). Lat nu + vara en styckvist glatt sluten kurva i {z : Re(z) > a}. Eftersom Zjlv L
konvergerar likformigt mot ((z) pa{z : Re(z) > a} kan vi enligt sats fora ut summationen fran

integralen:
o0

[e@i=3" [ ap

1 ol

Varje enskild term 1/n* édr holomorf i hela C. Da~ ér sluten édr den automatiskt nollhomotop i
C, safran Cauchys sats foljer det att

Som en konsekvens blir alltsd

Ag(z)dz _ i/wj —0. (1p)

Eftersom ( ér kontinuerlig i omradet {z : Re(z) > a} samt kurvintegralen kring varje styckvist
glatt sluten kurva i {z : Re(z) > a} blir noll siger Moreras sats att (z) dr holomorf i {z :



Re(z) > a}. Eftersom att vara holomorf &r en lokal egenskap och ¢ ér holoi alla {z : Re(z) >
a} for a > 1 foljer att ((z) dr holoi {z : Re(z) > 1} (0.5p).

Notera att beviset dr helt analogt med beviset for att en konvergent potensserie definierar en
holomorf funktion.

Eftersom varje enskild term % direkt kan ses vara holomorf kommer en naiv derivering innan-
for summatecknet av serien - n% automatiskt uppfylla Cauchy-Riemanns ekvationer. Detta
leder dock ingen vart sA€ IAd’nge man inte studerar konvergensen av serien (man hade kunnat
studera konvergensen av de partiella derivatorna och anvint detta). Dérfor ges inga podng pa
uppgiften om man inte visar konvergens.

Lycka till!
David



