1. LOSNINGAR TILL MVE025/MVE295, 2016-01-07

1. Lat

eiz
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ddr ', dr en halvcirkel i 6vre halvplanet med bas intervallet [— R, R| och R >> 0. Namnaren har
nollstillena z; = —3 + ¢ och 2o = —3 — 7; av dessa ligger endast z; innanfor ['z. Residysatsen
ger dirfor att
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Skriv yg = [- R, R] U Cg, dir Cg, dr den 6ppna halvcirkeln. Da géller
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da R — oo. Det foljer att
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vilket ger

2 a. Vihar att sin z = zh(z) ddr h dr holomorf och 2 (0) # 0. Alltsd har vi
f(z) = (1/2)(1/n(z)).

Eftersom 1/h dr holomorf nira origo har f en pol av ordning 1 dir.
b. Eftersom ordningen av polen dr 1 och f dr udda ansitter vi

f(z)=c_i/z+crz+c32®+ ...
Detta ger (med anvindning av Taylorutvecklinegn for sinusfunktionen) att

z=(2—22/31+2°/51 + O(z"))*(c_1/z + cr1z + c32° + ....)
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Nu dr
(z — 2231+ 2° /5! + O(2"))? = 22 — 22% /3! +22%/5! + 2°/(31)? + O(2®),
sa identifiering av koefficienterna ger
cg=1,0=c¢ —(1/3)c_1,0 = c3 — (1/3)c1 + ac_y,
dir a dr koefficienten for 2% i sin® z,d vs a = 2/5! + (1/3!)? = 2/45. Summa summarum
c.1=1,60=1/3,c3=1/9—a=1/15.
c. Residyn till fdrc_; = 1.

3.Sitt f(2) = 2% — 522 + 3 — e~*. P4 imaginiraxeln ir z = it (¢ reellt) och f(it) = t* + 5t> +
3 —e . Eftersom |Ree™| = | cost| < 1ér Re f(it) > 2,58 f(it) # 0.

Vi anvinder nu argumentprincipen och bor jar med att berikna argvar av f(it) ndr ¢ gar fran co
till —oo. Om ¢ >> 0 dr argumentet till f(it) néstan 0, och samma sak giller dd ¢ << 0. Eftersom
realdelen av f(it) > 0 for all ¢ maste argumentvariationen pa imaginiraxeln vara néstan 0. A
andra sidan dr argumentvariationen lidngs en stor halvcirkel 1 hdgra halvplanet nistan densamma
som argumentvariationen av z* — 522 + 3, dvs 4, eftersom le7?| < 11 hogra halvplanet. Den
totala argumentvariationen av f lings en sluten halvcirkel blir alltsa nédstan (och darfor exakt)
47, och antalet nollstéllen blir 2.

4. Laplace transformering ger att
L) =stu+1,L(u") =s*i+s—2
om u uppfyller begynnelsevillkoren. Laplacetransformering av ekvationen ger da att
(*+s—2i=f+(1—s).
Nudrs®?+s—2=(s—1)(s+2)sa
i=—1/(s+2)+ f/(s —1)(s+2).
Partialbraksuppdelning ger

1/(s=1)(s+2)=(1/3)(1/(s—=1) = 1/(s+2)).
Inverstranformering ger sedan att
u(t) = —e 2 + fx (ef —e ) /3.

5.
Lat forst f(z) = z2. Denna funktion avbildar omradet pA D = {w,Imw > 0,|w| > 1}. Vi

avbildar sedan D med funktionen
(w) w—1
w) = ——.
g w+1
Funktionen g avbildar reella axeln pa sig sjdlv och enhetscirkeln pa en linje genom origo (efter-
som g(—1) = oo och g(1) = 0). Dessutom ir denna linje ortogonal mot Re-axeln, eftersom

Mobiusavbildningar bevarar vinklar. Bilden av enhetscirklen under ¢ &r alltsa imagindraxeln.
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Bilden av D maste dirfor begrinsas av Re-axeln och Im-axeln, sa bilden &r en av de fyra kvad-
ranterna. Explicit rakning visar att g(2i) = (3 + 4i)/5, sa bilden av D maste vara forsta kvad-
ranten. En sista kvadrering ¢ — h(¢) = (2 6verfor nu forsta kvadranten i vre halvplanet. Den
slutliga avbildningen blir dirfor z — 2% — g(2?) — g(2?)?, dvs

22— 1\°
Z —r .
(z2+1>
8. Vi harom p(z2) = ag + a;z + ...ax 2" att

q(z) = 2¥p(1/2) = Goz" + a2V + ...aw,

ett polynom. Om |z| = 1 sa géller 1/z = z sa

p(2)a(z) = 2Np(2)p(z) = 2

eftersom |p(z)| = 1. Eftersom bada sidorna dr holomorfa funktioner maste samma identitet gilla
overallt. Eftersom graden av pq #r graden av p plus graden av g och graden av p dr N, maste
graden av ¢ vara noll, dvs ¢ &r en konstant. Formeln ovan for ¢ ger da att ¢ = a, och alla andra
ag = ...an_1 = 0. Alltsd ir p(2) = anz" !



