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1. Visa med hjilp av Cauchy-Riemanns ekvationer att funktionen
z—1iy—1
(z—1)% + 42
ar holomorfi C \ {1}. (3p)
Losning: Enkel rikning ger att

flz,y) =

of _ —2? 4+ y? 4 2ixy + 2x — 2iy — 1
oz ((x —1)* +y?)

samt
of  —iz?4iy? —2ay+2ix—2y—i Of

7 = = 1.

Ay ((z =1)* +9?)? Oz
Vi noterar ocksé att de partiella derivatorna dr kontinuerliga. Satsen om
Cauchy-Riemanns ekvationers sAd’ ger da att f #r holomorf.

2. Antag att funktionen u(z,y) : C — R dr harmonisk och att %Z ej dr identiskt
lika med 0. Visa att funktionen v(z, y) := yu(z,y) inte dr harmonisk. (4p)

Losning: Enkel rikning ger att

0%v 0%u
922~ Vo2
samt
v ou 0%u
o oy Yo
vilket ger att
v 0%v  0*u  O%u ou ou

guv v _gu, g, L on _ 59U
8x2+8y2 8x2+8y2+ oy oy’

dér vi i sista steget anvinde att v var harmonisk. Enligt antagandet ar ?TZ ej

identiskt med noll, si5% + 5% ir ¢j heller identiskt lika med noll, vilket
innebdr att v ej dr harmonisk.



3. Berikna med hjilp av residykalkyl Fouriertransformen av

t
2+ 1)(t2+4)

g(t) == (

(7p)
Losning:
Enligt definition har vi att

X 0o te—ixt
w0 - | e

Vi sitter ,
Ze—’LCCZ

(22+1)(22+4)

f(z) =

Vi vet da att
g(z) = lim f(2)dz.
R—o0 [*R,R}
Vi antar forst att z < 0. Lat yg(s) := Re',s € [0, 7] samt o := [~ R, R]U
~r som da &r en sluten kurva. Vi har att

LRfdz

dd R — oo. Hir anvinde vi forst triangelolikheten for integraler, sedan att
le™®%| = ™ < 1pdygsamtatt [(22+1)(22+4)| > (|22 = 1)(|2)*—4) =
(R?> — 1)(R? — 4) pa yg tack vare den omvinda triangelolikheten. Detta
implicerar att

ze—ZCCZ

212+ 4

TR2
>“”"”‘ “wonme-n "

< max
ZEVR

§(t) = lim /U ) fdz.

R—o0

Vi noterar nu att f(z) dr holomorf i C férutom isolerade singulariteter i £
och +21, varav ¢ och 27 ligger i det inre av o for stora R. Enligt rdkneregler
for residyer har vi att

efixz e®
R i = ——— T = —,
esif (z (z +1) (2% + 4)) i 6

samt

R Zefixz 2x
oy = <(z2 T+ 22‘))|Z2i -6

Residysatsen sdger nu att

/ fdz = 2mi(Res;f + Resy f) = 3mi(e® — %),
oR



sa sammantaget far vi att for ¢ < 0 dr

g(x) = 3mi(e® — e?).

Eftersom g &r reellvird giller rikneregeln

g(x) = g(—x)
sa vi far att for x > 0 dr
G(x) = =3mi(e™® — e722),

Sammantaget far vi darfor att

§(z) = sgn(z)3mi(e” el — e~ lely,

. Hitta en bijektiv och konform avbildning som avbildar omradet
A:={z:0<|2| < 1,0 < Arg(z) < 7/2}
pa omradet
B:={z:2+#0,-31/4 < Arg(z) < 3m/4}.

(7p)
Losning: Det finns manga korrekta svar och 16sningar. Hir ges ett alternativ.
Lat f := z2. f avbildar A bijektivt pa halvcirkeln

C:={z:0<|2| < 1,0 < Arg(z) < 7}.

Eftersom f’ = 2z #r nollskild pad A #r denna avbildning dessutom kon-
form (enligt sats). Vi later nu M vara Mobiusavbildningen s.a. M (—1) =
0,M(0) =1, M(1) = oo. Standardrikning ger att

—z—1

M(z) = T

Enligt sats avbildar Mobiusavbildningar cirklar och linjer pacirklar eller lin-
jer. Vi far att M maste avbilda reella axeln pa sig sjélv. Da enhetscirkeln skir
reella axeln i rit vinkel i punkten —1 och Mdobiusavbildningar dr konforma
maste bilden av enhetscirkel skéra reella axeln i rét vinkel i origo. Det méaste
ocksa vara en linje da den innehaller co. Alltsa avbildas enhetscirkeln pa
den imaginira axeln. Pga konformitet bevaras orienteringen vilket ger att M
avbildar C bijektivt och konformt pa forsta kvadranten (ses bést med bild).
Lat g(z) := (1 — i)z. g avbildar forsta kvadranten bijektivt och konformt
piD = {z : 2z # 0,—m/4 < Arg(z) < m/4}. Lat h := z3. Pa liknande
sdtt som ovan ser vi att h avbildar D bijektivt och konformt pa B. Eftersom



sammanséttningen av bijektiva och konforma avbildningar &r bijektiv och
konform far vi att

(i—1z+1-14)3
(2= 1)3

hogoMo f(z) =
ir en bijektiv och konform avbildning fran A till B.

. Bestim antalet nollstillen till polynomet p(z) := 2% + 23 + 30 — 30i i
annulusen
{z:1<|z—1] < 4}. (7p)

Losning: Vi anvinder Rouchés sats. Vi undersoker forst cirkelskivan D(1,4).
L&t f := 2° och g := 23 + 30 — 30i. Notera att vi paranden C(1,4) har
3 < |z| < 5. Vifaratt pa C(1,4) har vi

(@) = 2" > 37 = 243,
medan

l9(2)] = |2 + 30 — 304| < |2 4 |30] + | — 304 < 5% + 30 + 30 = 185.

Tochmed att |f| > |g| pa C(1,4) féljer det enligt RouchAl's sats att p = f+
¢ har lika méanga nollstillen som f i D(1,4), dvs 5 stycken. Vi undersoker
nu D(1,1). Lét f := 30 — 30i och g := 25 + z3. Notera att

|£(2)] = |30 — 30i] = 30V/2.
Péaranden C(1, 1) har |z| < 2, vilket ger att
19(2)] = |2° + 22| < |2° + |2]® < 2° + 23 = 40 < 30V2.

Enligt RouchAl's sats har vi da p = f+g har lika manga nollstilleni D(1, 1)
som f, dvs noll stycken. Dessutom innebir olikheten |f| > |g| pa C(1,1)
att p ej har nollstillen dér, s& p har 5 — 0 = 5 nollstillen.

. Antag att Laurentserien f(z) = Y 22 ax(z— 1) konvergerar i annulusen
{z:1 < |z — 1] < 10}. Bestdm integralerna

(a)

(2)2%dz,
|z|=4

(p)
(b)
/ f(2)sin(z)dz.
|z|=4

(4p)



Losning: a) Eftersom C'(0,4) ligger i annulusen {z : 1 < |z — 1] < 10} sa
konvergerar enligt sats serien likformigt dér. Det betyder att man far lov att
fora ut summationstecknet ur integralen, dvs att

f(2)2%dz = Z ak/ k 22dz.

|2|=4 k=—o00

Nir k£ > 0 &r integranden holomorf, och integralen blir da 0 enligt Cauchys
sats. For & < 0 far vi enligt Residysatsen att

by == / (z— 1Dk22dz = 27ri(z2)|(z_:k1_1),
|z|=4

dvs b_1 = 2mi,b_o = 4mi,b_3 = 4mi samt b, = 0 for £ < —3. Samman-
taget far vi att

/ f(2)22dz = Amia_g + dmia_g + 2mia_1.
|2|=4

b) P4 samma sitt som i a) har vi att

/z|:4f(z)sin( dz = ak/l » (z — 1)k sin(z2)dz.

Nir k£ > 0 &r integranden holomorf, och integralen blir da 0 enligt Cauchys
sats. For & < 0 far vi enligt Residysatsen att

k=—00

ck = / (z — 1)¥sin(z)dz = 27ri(5in(z))\(z_=kl_1)’
|2|=4

dvs cop, = 2micos(1) samt cop 1 = 2misin(1). Sammantaget far vi att

-1

f(2)sin(z)dz = 2mi(cos( Z agk + sin(1 Z A2k+1)-

|2|=4 k——oo k——oo

. Formulera och bevisa Cauchys sats. (5p)

Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.

. Formulera och bevisa Algebrans fundamentalsats. Sp)

Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.



9. Visa att om f ir en hel funktion och dessutom | f| < In(1 + 22 + 3?), sa ir
f=0. (5p)
Losning: Tag godtycklig punkt z. Da f dr hel giller enligt Cauchys integral-
formel for derivatan att for alla R > 0 har vi

1
2mi lw—z|=R (w - Z)
Notera att pa cirkeln C'(z, R) har vi |w| < R+ |z|. Vilj R sadan att R > |z|,
da dr |{w| < 2R. Med hjilp av triangelolikheten for integraler, antagandet
|f(w)| < In(1 + |w|?) samt |w| < 2R far vi att

N fw)
27 /wz|=R (w— z)zd

Det dr standard att hogerledet gar mot noll da R gar mot co. Men olikheten
gillde for alla R > 0 vilket ger oss att f'(z) = 0. DA z var vald godtyckligt
far viatt f' = 0, vilket enligt sats ger att f &r konstant. Men enligt antagandet
ar |£(0)] <In(1) = 0dvs £(0) = 0, sé vi fér tillslut att f = 0.

In(1 + 4R?)

1
< sup In(l+wP) < =

|w—z|=R

/()] =

Lycka till!
David



