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. Vi har att
zi(t) = sign(t)e ! = #1(t) = 25
= d (Z2ig) _ 2i0E)—(—2i€)(2€)
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Detta ger overforingsfuktionen
ho ), 4= 14€ i (4-e)1+8)
#1(t) (4+8)? —2u¢ ¢ 4+&)?
Komplexa Fourierserieutvecklingen av den 27 periodiska z(t) = 7 — t ges
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w .
z(t)=m—t~ Z Cpe™,
n=—o00
dar for n #£ 0, &ar
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varfor for n #£ 0 géller att
— Y int Y7 int
—h = y(t).
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Dvs svaret ar
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2. Avbildningen w = 2*, z = = + iy avbildar D pa &vre halvplanet. Sitt

w = u + iv, vi skall nu bestdmma en funktion ®(u,v), som ar harmonisk
i halvplanet v > 0 och uppfyller randvillkoren

«a, u < —7'4,
@(u,O) = /35 _T4SUST4’
a, u >t

Funktionen
®(u,v) = Aarg(w + r*) + Barg(w —r*) + C,

dr harmonisk i 6vre halvplanet, v > 0, och antar konstanta virden pa de
tre intervallen u < —r*, —r* <u <r* och v > r* pa realaxeln. Vi viljer
argumenten s& att 0 < arg(-) < m; vi har arg(u +iv) = arccoty da v > 0.
Vilj konstanterna A, B och C' sé att dessa virden blir «, 3, respektive a:

Ar+Brn+C = a,
Br+C= 5,
C= a

Detta ger A = O‘Wi, B= —aw;ﬂ, C = a. Med substitutionen w = 2z* far
vi d& en 16sning ¢(z,y) till det givna problemet. D&

w = (utiv) = (z+iy)" = (2?—y*+2izy)” = (2% —y*)*—4a®y’* +dizy(2”—y?),
blir alltsd losningen

(:E2 _ y2)2 _ 4x2y2 + 7“4 arecot (x2 _ y2)2 _ 4w2y2 _ 7"4

(0%
ot dzy(z® — y?) dzy(z? — y?)

[arccot

3. Vi kan skriva

Fla) = [5° e tsin(éa) dé = [ e ¢l sin(éa) d
= £ 75, —isign(€)e € e de.

Detta ger att Fouriertransformen av f(z) ar

~

f(&) = (—mi)sign(&)e ..
D& far vi
FIS * D@E) = [FO)F = —n2e2€ — —aZe~2%,

som har invers Fouriertransformen

—27

(f * f)(z) = 2



4. Vi siitter ze=®" = f(x). Fouriertransformen iz-led, ger
@ =~ — i = (€ + )i —> (&, 1) = C(Oe™ €N,

dar
a(é,0) = C(&) = f(9).

Vidare ar

Fle '] = vre €/t = (&) =i (Vre €1) = iv/m(—¢/2)e €%

.4
=i
Detta ger att , ,

(1) = —iV/m(g/2)e" tem H/IE,
Med A =t+ i géller att

e-Ag2:]_-[ 1 e—z2/4A]’
47

N

som innebar att

(i€)e= A€ = ]:[%(ﬁe—mz/m)] _ '7:[\/4117T—A;_je_$2/4A]'

Med invers Fouriertransformering far vi

u(z,t) = \/—7?6_0275 ! 7 e~ T /At+1/4)

2 Ar(t + 1/4) 2(t + 1/4)

vilket, efter férenkling ger

_r .
(4t +1)3/2

2
2 .z
—c te 1 |

u(z,t) =

5. Eftersom data &r ¢ oberoende si dr u = u(r, 0). Forst loser vi 6 oberoende
problemet for @ ur ekvationen:

V2i(r) =1, 0<a<r<b
i(a) = u(b) =0
Vi far
V2(r) =1/r = B AG) = 1 g rd) = et =5 4 C,
=i =5+5% =da(r)=5-%+D
Randvillkoren ger ekvationerna
a C b C
SN a O, 5 o b O,
o) =0=>5——+ LAl =0= g~ 5+

vV.g.V.



Genom att 16sa dessa ekvationer far vi D = —(a + b)/2, C = —ab/2.

Alltsd vi har
I | ab 1, 1 _
u(T)—E[T+7—(a+b)] —g[r —(a-l—b)r-l—ab] —g(r a)(r —b).

Satt v = u — u. D& blir ekvationen far v homogen med inhomogena

randvillkor:
V2u(r,6) = 0, 0<a<r<b
v(a,0) = cos(9), wv(b,0) =1.

Losningen for v kan anséttas som
o0
v(r,0) = Z (Anr" + Bnr_"_l)Pn(cos 0),
n=0

Dér P, &ér Legendre polynom av ordning n. Vi har att

v(a,0) =32 Ana™ + Bna_”_l)Pn(cos 0) = cos(f) = Py(cos0)
v(b,0) =D, (A" + Bnb*"*I)Pn(cos 0) =1 = Py(cos ).

n=0
Identifiering av koeflicienter ger

n=20: {AO+B0/0':0’ AOZ_BO/a’a

Ag+By/b=1, —Bola+By/b=1. By(3—1)=1
Vi far att . .
a
B = — A =
0 b—a’ T b—a
P.s.s.
-1 A1a+Bl/a2=1, —aBl/b3+Bl/a2:1, Bl(al—z—b%)zl,
ne=a Ab+ B /B2 =0, A = —B;/bd.
Vi far att 233 )
a a
Bi=p—m M= poa

For hogre ordnings koefficienter géller
A, =B, =0, for alla n > 2.

Hérigenom far vi

b ab 1 —a? a’b® 1
U(r’o)_<b—a_b—a;) (b3—a3r+b3—a3r_2)cos(0)'
Slutligen u = 4 + v ger svaret:
u(r,0) = i(7‘ —a)(r—>5b) + b (r—a)— @’ (r3 — b) cos(6)
o (b—a)r (b3 — a3)r? )



6. Data oberoende av § = u = u(r, z) satisfierar

Eu:%%(r%)+%:0, 0<r<a, 0<z<1,
u(r, z), begransad d& r — 0, u(a,z) =0,
u(r,0) = r? u(r,1) = 0.

Variabelseparation: u(r, z) = R(r)Z(z) # 0, ger

1 /\!
1R "
1(7“R')'Z-|—RZ”:O:>—’"(T ) _Z_

A
r R Z

Vi far separerade differentialekvationer fér R och Z:

1

. (rR'Y = AR, R(r) begrinsad dar — 0, R(a)=0,

(1)

(I1) 2z"=XzZ, Z(1)=0.

(I) &r siguldrt Sturm-Liouville problem med w(r) = r. Vi har A > 0. Sétt
A = %, B8 > 0. Ekvationen %(’I"R’)’ + B°R = 0, #r en Bessel differetial
ekvation av ordning 0, och har allmén 16sning:

R(r) = C1Jo(Pr) + CoYy(Br). R(r) begransad da r — 0 = Cy =0,

R(a) =0 = C1Jy(Ba) =0, C1 # 0 tag C, = 1, virfor Jy(Ba) = 0.

Satt Ba = agp, dar ag,, n = 1,2,..., dr de positiva nollstallerna till
ekvationen Jy(z) = 0. D& har vi egenvirdena och egenfunktioner enligt:

== a==(22), Rut) = Jo(ur), n>1
(I) blir d& Z!! = 32Z,, som ger
Zn(2) = Apsinh 3,(1 — 2z) + By, cosh 3, (1 — 2)
. Med Z,,(1) = B, =0 far vi
Zn(2z) = Ay sinh 5, (1 — 2).

Superposition ger

u(r,2) = 3 Rn(r)Zn(2) =Y _ AnJo(Bur) sinh B, (1 — 2),

med

u(r,0) = Z Ay sinh B, Jo(B,r) = r2.
n=1

v.g.v.



Eftersom {Jo(8,7)}52, ér ett fullsténdigt ortogonalsystem pa (0,a) med
w(r) = r. Fourierkoefficienter till r? #r:

1
r2Jo(Bpr)rdr = —1,.

1 a
A, sinh B, = — /
Pn Jo Pn
Nedan réknar vi I,:
=Jy 3J0 (Bnr) d?‘ =[5 PRy(r)dr = —5= Oa’I'Q;T(TR;Z(T))dT
= /\ln Ry (r)| — [y 2r-rR(r )dr]
= —ﬁ _a?’R' (a) - (27"2R (r) ) . "Ry, (r) dr]

{Ra(a) = 0} = —i[ SRy (a) + 4§ Jo(Bar) rdr| = {r =}
=+ a3R;(a )+ 5 4 [ go(a ):Eda:] = —ﬁ[ai’»R;(a) + %(a:zh(w))
= _é a®R},(a) + 32 J1(6na ] é[afign,]()(ﬁna) + é—:Jl(ﬁna)]
= {Jp(Bua) = T2 (Baa)} = =35 | — &®Bu + 2] J1(Bua)
= (—3—“2% 4)aJ1(ﬂna).

Vidare, enligt Theorem 5.3, ar p,, = %Jf (Bra). Eller se nedan:

= [& T (Bar) rdr = [& = Bur] = 2 [ J3(x) 2dz
Bna o 2,2 2
= Eg[ (Jo( ) + J? (37))]0 = glg 22 J2(Bpa) = & JZ(Bna)
Viarfor
. 1 a2/3n - ( Q/Bn - 4)
A, sinh(B,) = — . »
o) = s (g SJadi(fua) = Sl
Och svaret ar
= 2(a%Bn —4)  Jo(Bar) sinhBa(1—2) _ aom
u(e,?) =) = 5 JiBha)  smbhp, 0 T
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