Laboration i Fourieranalys, MVEO30
Signalanalys med snabb Fouriertransform

Den hér laborationen har tva syften: dels att visa lite pd hur den snabba Fourier-
transformen fungerar, och lite om vad man bor tanka pa nar den anvénds; dels att
verkligen testa den pa ett par exempel.

Laborationen bestar av flera delar. Naturligtvis ar det bast att géra dem alla, men att
gora en del av dem &r battre &n att inte gdra nagon.

De olika delarna ar

1. Att analysera en ren sinussignal med olika samplingsfrekvens, och olika antal
sampel.

2. Att studera dverforingsfunktionen for ett linjart filter, och sedan se hur “brus”
passerar filtret

3. Att studera effekter av ickelinjériteter i filter.

Allmant om diskret och snabb Fouriertransform

(Detta &r en mycket kortfattad beskrivning; l4s ocksa i boken)
Lat f(¢) : R — R vara en signal, och Iat

fr=[ T fe et ar W

vara dess Fouriertransform. Vi skall férst anta att f ar bandbegransad, d.v.s. att det
finns en konstant 2 sd att f(w) = 0 om |w| > Q. Samplingssatsen sager da att om
man kénner f(t,) i punkterna t, = ng, d.v.s. i praktiken méaste man ha minst tva
sampel per period for den hogsta tillatna frekvensen. Om det dessutom &r sd att man
bara dr intresserad av f(t) i ett begransat intervall, sig 0 < ¢ < T, récker det alltsa
att betrakta N = T'Q /= sampelpunkter (antalet maste naturligtvis anpassas sa att det
blir ett heltal). Om vi med detta menar att funktionen &r 0 utanfor detta intervall, maste
antagandet om bandbegrénsning vara felaktigt: ingen funktion som &r noll utanfor en
begrénsat intervall kan vara bandbegrénsad; men under ldmpliga forutséttningar blir
inte felet sa stort.

Nu antar vi att f(¢) = 0 utanfor intervallet [0, T']. D& borde samplingssatsen innebéra
att det skulle récka att veta f(wy,) for w, = n2%, for alla |w, | < (.
For att snabbt komma fram till den diskreta Fouriertransformen valjer vi N och sétter

n=N-1
an = f(nT/N) A = Z apei2mmn/N @)
n=0

och hoppas, som Folland, att, atminstone for |m| << N skall a,, vara en bra approx-
imation av f(w,,). Man ser i alla handelser enkelt att a,,, &r periodisk med period N
och darfor racker det att betrakta a,,, 0 < m < N — 1.



Och precis som for Fouriertransformen finns det en formel for att berékna a,,, om a,,,
ar kanda:

1 N-1
_ = 2rmn/N
an =+ Z e 3)

m=0

Problemet ar nu att for man skall f nagon noggrannhet i berdkningarna kravs det att
N ér stort, och da blir det kostsamt att utfra berdkningarna: det &r N koefficienter att
berdkna, och for varje n skall en summa med N termer berédknas, i allt N2 operationer.
Men det finns ett sétt att gora berdkningarna mycket snabbare, det som kallas snabb
Fouriertransform (FFT).

Antag forst att N ar delbart med 2, N = 2N;. D3 kan man skriva

Ni1—1 Ni1—1
A _ —i2mm2n /2N —i2mm(2n+1) /2N
am = Y azne PNC 1N agpgge PTmEREDRN )
n=0 n=0
Ni;—1 Ni;—1
—i2 N —i2 N —i2 N
— § aspe”" amn /Ny +et Tm/ § Aonir€ i2rmn /Ny (5)
n=0 n=0

Om man tittar efter ser man att den férsta summan ar en diskret Fouriertransform av de
N; jamna koefficienterna a»,,, och den andra summan av de N; udda koefficienterna
asn41. OM Vi skriver aJ och a¥ for de udda respektive jamna koefficienterna, och
motsvarande for DFT-versionen, sa far vi

m = 6 + e 2T/ NG for 0<m<N —1=N/2-1 (6)
och (eftersom a7, och a¥, ar periodiska med period Ny)

am =@,y +e Nt for Ny <m<N-1. (7)
Kostnaden for att berakna aJ, och a, &r i storleksordningen 2N = N2 /2 operationer.
Forutom det gar det at en multiplikation och en addition per m, alltsd sammanlagt
N?/2+ N operationer ( en operation raknas i dessa sammanhang ofta som en addition
och en multiplikation). Kostnaden har halverats. Men den stora vinsten gér man om Ny
i sin tur ar ett jamnt tal, s att &ven @/, och a¥, kan beraknas pa liknande satt, och sa
vidare. Optimalt resultat fir man om N = 2%, samst f&r man om N &r ett primtal (for
da kan man inte gora nagot alls at kostnaden).

Av detta skal vill man ofta vélja N som en tvapotens, och om man har ett antal sampel-
varden som ligger nara en tvapotens kan det se ut som en god ide att helt enkelt fylla
pa med sa manga nollor som behdvs. Det gors i alla handelser ofta i praktiken ibland.
Men i matlab faktoriseras istallet NV i s& manga primfaktorer som mojligt, och vinner
den berakningstid som gar.



Laborationsuppgift 1

Det enklaste ar att gora dessa uppgifter med hjalp av matlab, och jag har anpassat denna
beskrivning till det. Men den som &r intresserad av mer komplicerade programmerings-
uppgifter far garna gora det pa annat sétt.

Denna del av laborationen handlar bara om att bekanta sig med ££t i matlab. Borja
med att starta matlab och lasa manualbladet till ££t

1. Samplasignalen f(¢) = sin(10t) + 2 cos(15¢) N ganger i intervallet 0 < ¢ < T,
dér T = 100, i.e. skapa en vektor x = [x(1), x(2), ..... , x(N)1,
dar x (k+1) ar det k-te stickprovet (“samplet”) av signalen. Observera att num-
reringen av vektorelement i matlab alltid startar med 1. Berékna den diskreta
Fouriertransformen av x med hjalp av funktionen f ft, och plotta realdel, ima-
ginardel och absolutbelopp av resultatet. Valj ett antal olika N (stora och sma)
och se hur resultatet forandras. Forklara utseendet pa graferna.

2. Tva klassiska satt att modulera en radiovéag for att overfora till exempel tal ar
amplitudmodulation och frekvensmodulation. Lat oss som ett exempel betrakta
en barfrekvens pd » = 30 MHz (alltsa kortvagsbandet), och antag att “talet”,
den signal man vill éverfora bestar av signalen ¢(¢). Den modulerade signalen
kommer da att ha utseendet

fa(t) = cos(vt)(1 + ad(t)) (am), och (8)
fr(t) = cos(vt + ap(t)) (fm). 9)

| bada fallen ar  en konstant som bestammer modulationsgraden.
Lat nu v = 50, och lat a = 0.2, och antag att

¢(t) = sin(4t) + 0.5 cos(8t). (10)

Plotta den modulerade signalen, och dess spektrum (med hjalp av ££t) for
amplitud- och frekvensmodulation.



L aborationsuppgift 2

En vanlig typ av “signal” &r brus. Det innebar att ¢(t) pa nagot satt ar slumpvis fordelat.
En samplad signal som vi &r intresserade av hér kan ha olika beteende. Ett &r att ¢(¢,,)
ar helt oberoende av varandra, till exempel normalférdelade. Med matlab kan en sadan
brussignal (med NV sampel) genereras genom

phi = randn(1,N).

En annan slags brus uppstar om istallet ¢ (¢,1) — ¢ (t,) & oberoende slumptal. |
matlab kan man skriva t.ex.

psi(1l) = phi(1);

for j=2:N, psi(j)=psi(j-1)+phi(j); end

(For att fa ett mer realistiskt brus borde man har egentligen byta phi (3) i summan
mot phi (t) *sqrt (dt), dar dt= At = t,,+1 — t,,, men det ger bara ett fel med en
konstant faktor, och for vart &andamal spelar det ingen roll.

Jamfor resultaten mellan féregaende exempel och:

psi(1l) = phi(1);

for j=2:N, psi(j)=phi(j-1)+phi(j); end

e Skapa en brussignal phi (n) och psi (n) enligt ovanstdende. Plotta tidsse-
rierna, och studera dven spektrum med hjalp av FFT-algoritmen (i Matlab, till
exempel).

¢ Med hjalp av spektralanalys kan man férsoka hitta signaler i brus. P& kurshemsi-
dan finns en lank till en fil som innehaller sampel fran en brusig signal, samplad
dver ett tidsintervall pa 10 sekunder. Hamta hem den, las in den i matlab, och
undersok om det finns nagot i den som liknar en signal. Ange i sa fall tydliga
frekvenser, och deras relativa amplitud. OBS. Datafilerna genereras individuellt
till var och en som hamtar den. Folj instruktionerna for nedhdmtning. | labora-
tionsrapporten skall identfikationstalet £tal anges.

o Ett enkelt filter kan modelleras med en differentialekvation
V" (1) + 2k’ (1) + w?o(t) = f(b); (11)

har &r f(t) insignalen, och v(¢) utsignalen. Denna deluppgift bestar i att mata in
den bruset ¢(¢) som beskrivits ovan och plotta spektrum for utsignalen. | matlab
kan man gora det pa detta satt:



— Konstruera en matlabfunktion, en fil odedef . m, som innehaller definitio-
nen av differentialekvationen, enligt

function outl = odedef (t,y)

global tlist flist; tlist ar vektorer som
innehdller sampeltidpunkter
och sampelvarden for
insignalen

o\

o® o o°

a=0.3; % dampning
b=110.0; % omega™2
outl = [y (2);
interpl (tlist, flist,t)

[}

% detta skapar en interpolerad

% funktion av (tlist, flist)
-a*y (2)-b*y(1)];

— Skapa sen en matlab skriptfil till exempel s& hér:

% globala deklarationer

global tlist flist

N = 10000;

Tmax = 10.0;

dt = Tmax / N;

tlist = dt : dt : Tmax;

% skapa en insignal

flist = 10*randn(1,N) ;

[ T, v ] = oded45(’odedef’, tlist, [0, 0]);

Efter korning av denna fil, innehller v (3, 1) l8sningen vid tid ¢, och
v (j,2) innehaller 16sningens derivata.



Laborationsuppgift 3

Denna del av laborationen handlar om ickelinjériteter och hur dessa paverkar spektrum.

e En forstérkare skall idealt sett vara linjdr, utsignalen v(t) skall vara proportionell
mot insignalen f(t):

v(t) = Kf(t). (12)
En riktig forstarkare kan tankas istallet ge en utsignal pa formen
v(t) = Kf(t) +bf(t)* + cf(t)° (13)

Lat f(t) = cos(10t) eller f(t) = cos(10t) + sin(13t), och studera utsignalens
spektrum for olika varden pa b och c. Gor ocksa en teoretisk analys for att for-
klara resultatet.

e Vi gar tillbaka till filtrets differentialekvation, men modifierar den en aning:
V" (1) + bu(t) (1 + nu(t)?) = Acos(wt) (14)

I denna ekvation har ddmpningen tagits bort, men en ickelinjar (kubisk) term har
tillkommit. Ekvationen brukar kallas Duffingekvationen. Studera spektrum av
I6sningen v(t) som ovan, for olika kombinationer av b, 7, w och A. Studera ocksa
vad som hander om hdgerledet ersatts av en summa av tva cosinusfunktioner med
olika frekvens. Forsok att motivera resultatet teoretiskt.

Rapport och beddmning av laboration

Laborationen &r inte obligatorisk, men kan ge hogst 6 (2/uppgift) bonuspoéng vid ten-
tamen. Aven en delvis utford laboration ger viss poang. For att fa betyg 5 i kursen som
helhet krévs, férutom de vanliga kraven vid tentamenstillféllet, &ven att laborationen
har utforts.

Rapporten skall innehalla en beskrivning av den utforda laborationen, utskrifter av plot-
tar i den man som behdvs for att forklara resultaten, samt de berdkningar som behdvs
for att motivera resultaten.

Rapporterna far garna vara handskrivna under forutsittning att de skrivs med laslig
handstil!.

Rapporterna skall vara inlamnade absolut senast tisdagen 11.mars.



