Tva sidor ur ett kompendium av Kjell Holmaker i

Tillampningar av komplex analys och Fourieranalys 39

5. Samplingsteoremet

En version av samplingsteoremet finns bevisad i Folland, sid. 230. Hir ges ett annat bevis
som utnyttjar é-funktioner och Fourierserieutveckling av ett impulstag.

Om en tidskontinuerlig funl\tion f(t) samplas (kdnns av) vid tidpunkterna t = nT erhalls
en tidsdiskret signal { f(n1)}>%_. . Denna kan representeras pa tidskontinuerlig form som
det viktade impulstaget 7 f(nT)5(t — nT). Vi har (om f(¢) &r kontinuerlig)

n=-—0oC¢
Z fnT)o(t —nT) Z fo(t —nT) Z ot — nTy = f(t)sr(t).
N —oC n=-—oc n=-—0c

Bandbegrinsade signaler kan rekonstrueras ur sina sampelvirden som féljande sats visar.

Sats 5.1 (Samplingsteoremet). Antag att f(t) dr kontinuerlig med FOWZ'mtmnsform
flw) =0 for |w| > « (bandbegranaad signal). Om signalen samplas med frekvensen > ¢
(vinkelfrekvens €2 = 2,[7.' > 2a), sa kan f(t) dtervinnas ur den samplade signalen genom ()77

lagpassfiltrering med avhuggningsvinkelfrekvens « (LP,-filtrering) och multiplikation med
T.

Bevis. Impulstaget sp(¢) har Fourierserieutvecklingen

o

w3
ol

sr(t) = Z cpe™M dir ¢, = %/_1 sp(t)e” " Hdt = —;-/_L S(t)e " Mdt = %
n=-—0o0 2 2
Den samplade signalen &ar f(t)sy(t), och genom Fouriertransformering erhalles
f(t)s(t) = i (1) Z fla = n).
n=— T n=-—oc

LP,-filtrering innebdr pa transformsidan multiplikation med

; |1 da |wl <a
h(r(w) - { O7 da 'u)| > (.

Efter sampling, LP-filtrering och multiplikation med T' fas
TLP.(f(t)sr( (W) Z flw=nQ).

Av termerna i summan dr det bara den for n = 0 som ar # 0 i frekvensbandet |w| < « (se

fig.).
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Darfor ar o
halw) 3 flw—n) = flw),
och
TLP,(f(t)sr(t)) = f(t).
O
Ovningsexempel,

1) Antag samma forutsittningar som i samplingsteoremet. Visa att

ft)y=">" f(nT)

T=—0C

Tsin(a(t - nT))
n(t —nT)

2) Signalen f(t) har Fouriertransformen f(w) = 6(w + o) — 0(w — a), ddr @ > 0 4r en
given grinsvinkelfrekvens. Signalen samplas med vinkelfrekvensen > «, dvs. man
bildar

fi®) =T Y f(nT)s(t ~nT),

nN=—0

ddr QT = 27. Denna lagpassfiltreras sedan med avhuggningsvinkelfrekvens o (idealt
lagpassfilter). Lat g(t) vara resultatet av sampling och filtrering. Berikna

/ 1) - g,

20

Svar.

2.00m Q> 2a; (20— Q) om o < Q < 2a,



