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LOSNINGAR TILL
tentamen i Fourieranalys MVEO030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM2

Uppgift 1.

Fouriertransformen av f” ar —§2f(§) = —|¢P? X{j¢|<1}- Det-
ta dr en integrabel funktion, och Fouriers inversionsformel
for x = 0 ger

Fo =5 | e = -2
2 | 4 5
Enligt tabell ar

S
Sln2_

= TX(-1/2,1/2)

T

Sin% ibx
va - € = TX(b—1/2,b+1/2)-

och darmed

Man kan nu anvinda Plancherels formel pa den givna in-
tegralen. Vi kastar om ordningen mellan faktorerna for att
slippa effekten av komplexkonjugeringen i formeln. Da far
man

> Sin% ibx d . 1 1 d
N Te f(z)dz = %W X{b—%<§<b+%}\/EX{|£|<1} §.
Denna kvantitet ar en jamn funktion av b. Det ser man an-
tingen genom att granska hogerledet, eller genom att obser-
vera att hogerledet och dédrmed vénsterledet &r reellvirda, sa
att ingenting dndras om man ersétter e®** i viinsterledet med
cos bx.

Om b > 3/2 blir integralen uppenbarligen 0. For 1/2 <
b < 3/2 far man

1 /! 1
- ——dt=1—-+b—1/2.
o -
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For 0 < b < 1/2 blir uttrycket

1 b+1/2 1 1 0 1 1 b+1/2 1
—/ ——ﬂ%:—/ e+ d
2Jv12 VI 2 o172 V1] 2Jo VI

1/2—b++/1/2+0.

For att fa uttryckets virde dven for b < 0 ersétter vi b med
b och far sammanfattningsvis att integralens virde &r

1/2— [+ /1248 om |b] <1/2

—/|b] —1/2 om 1/2 < |b] <3/2

0 om |b] > 3/2.

Anm. I stéllet for att anvanda Plancherels formel kan man se
den givna integralen som Fouriertransformen i punkten —b
av en produkt, alltsa en faltning av tva Fouriertransformer.
Faltningen leder till samma integral 1 £ som ovan.

Uppgift 2.
Randvillkoren for x = 0 och x = ¢ &r homogena, sa man kan
variabelseparera och ansitta u(x,t) = X (z)T'(t). Ekvatio-
nen blir

1 T/ X//

kT~ X'
och denna kvantitet maste vara konstant, sag \.

For X betyder detta att X” = AX, och randvillkoren ger
X'(0) = 0 och X(¢) = 0. Da ser vi, som vanligt via funk-
tioner cosh px och sinh px, att det inte finns nagra losningar
med A > 0 som uppfyller randvillkoren. Detsamma géller for
A = 0. For A\ < 0 skriver vi A = —2 dér v > 0 och finner 16s-
ningar X (z) = cosvezmed v =(n—1/2)n/l, n=1,2....
Observera att vi ddrmed har hittat alla egenfunktioner till
ett reguljart Sturm-Liouville-problem. Dessa cosinusfunktio-
ner bildar dirfér ett fullstindigt ortogonalsystem i L?(0,¢).

For T far vi ekvationen T" = —k[(2n — 1)7/(20)]*T, med

16sningar proportionlla mot exp ( —(2n — 1)22—%25 . Nu kan



vl ansatta

u(w,t) = Z ane” 27 2ljfewcos(Zn — 1)2%56

Initialvardet sdger att vi skall ha

anpcos(2n —1)—x =0—=x

Z n )Qg

for 0 < x < . Detta innebér en utveckling av hogerledet i
det nyss namnda ortogonalsystemet, som vi hittar pa vanligt
sitt. Forst ser vi genom att rikna ut en integral att

14
2 —_—

:UH 27

dir normen tas i L?(0, £). Darfor blir koefficienterna

2 [t 7 8¢
a, = — ¢ —x)cos(2n — 1) —xdxr =

det sista via en partialintegration. Losningen ar alltsa

|| cos (2n — 1)

80 1 2 b 7
_ —(2n-1) t
u(w, t) = m? e~ (2n - 1)26 " cos(2n - 1)2£x

Anm.1. 1 stallet for att rdkna ut koefficienterna a,, kan man
fa dem ur BETA 13.1 (6), med L = h = 2/.

Anm 2. Det gar ocksa att 16sa detta problem genom Laplace-
transformation i t-variabeln, men det leder till en rétt besvér-
lig invers Laplacetransform.

Uppgift 3.
Med kursbokens definition av den diskreta Fouriertransfor-

men far man
N-1

I Z(_l)nef%i%
n=0
for m € {0,1,..., N — 1}. Detta &r en dndlig geometrisk se-
rie, med kvot —e 2™"/N  Eftersom N #r udda, ar —e 27"/ £
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1 for alla dessa m, sa den vanliga formeln for andliga geo-
metriska serier kan anvindas. Man far

X 1 — (_1)N€—27rim 2 em'm/N
m pu— — - pu— — - pu— .
1+e 2mim/N 1+e 2mwim/N COS %

Parsevals formel > |G, = N Z |an\2 medf6ér nu

N-1y -
_ o 2
mZOCOSQ%_anol_N.

Anm. Som kontroll kan man latt verifiera denna formel for
N = 3. D& blir summan

L g
(1/2)2 ~ (=1/2)2 7

Uppgift 4.

Detta ar en inhomogen variant av vagekvationen, men bade
rand- och initialvillkoren &r homogena. Steady state-metoden
kan inte anvindas eftersom den inhomogena termen (1 — )¢
beror av t. Déarfor skall vi ansétta en Fourierserie i x-variabeln
med okéinda ¢-beroende koefficienter (teknik 2). Om vi hade
den homogena vagekvationen med dessa randvillkor, skulle de
separabla losningarna ha z-beroende faktorer sinnwx, n =
1,2,..., som ju har ratt randviarden. Vi ansétter alltsa

(1) u(zx,t) = Z a,(t) sin nmx.

Insatt 1 den partiella differentialekvationen ger detta

(0. 9]
g )sinnmx + g cn*rla,(t) sinnmr = (1 — x)t.

n=1

For att utveckla hogerledet 1 sinusserie i z-variabeln anviander
vi BETA 13.1 (5) med L = h =1 och far

1—x = —tZ—smmrx



Identifiering av koefficienter ger da att for varje n

2
al(t) + *n’rla,(t) = —L.
™™

De givna initialvillkoren betyder att summan i (1) ska bli 0
for t = 0, dven efter en derivation i t. Det medfor a,(0) =

a,(0) = 0. Vi har en inhomogen ordinér differentialekva-

n
tion. Motsvarande homogena ekvation har den allménna 16s-
ningen A, cos cnrnt + B, sin cnat. Som partikulérlosning kan
man ansatta ett forstagradspolynom, eller bara konst-t, och
fa ﬁt. Genom att addera homogen- och partikularlosning-

arna och vélja A, och B, sa att startvirdena blir réitt finner

man
2 I
a,(t) = gy t— ——sin enmt | .

Problemets lésning ar alltsa

x t — g — — —sm cnrt | sinnmwx.
- 1 “n cni

Anm. 1. En annan, listig metod ar att i stéllet for en steady
state-16sning bestdmma en 16sning till differentialekvationen
av formen wug(x,t) = f(x)t som ocksé uppfyller randvillko-
ren. Man finner att f(x) blir ett tredjegradspolynom. Sedan
soker man v, dar u = v + ug. Da kommer v att uppfylla den
homogena vagekvationen, ha randvarden 0 och initialvirden
v(x,0) = 0 och v(x,0) = — f(z). Déarfér kan v bestdmmas
med variabelseparation.

Anm. 2. Det gar ocksa att l0sa problemet genom Laplace-
transformation i ¢-variabeln. Om alltsd U(x,s) = Lu blir
den transformerade ekvationen

l—2z

s*U(z, s) = Uz, 8) + 5

s
dér vi utnyttjade att u(z,0) = u(x,0) = 0 och Laplace-
transformerade termen (1 —x)t. For fixt s &r detta en ordinér
differentialekvation i x-variabeln. En partikuldrlosning ges av
U(zx,s) = (1 — x)/s*, och lésningarna till motsvarande ho-
mogena ekvation Ar linjirkombinationer av e5*/¢ och e=5%/¢.
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Vi soker darfor en 16sning av formen

1—=x
g4

U(z,s) = + Ae*t/¢ 4 Be™50/¢,

dar A och B far bero av s men inte av x. Dessutom skall U
uppfylla randvillkoren vid x = 0 och = = 1, alltsa U(0, s) =
U(1,s) = 0. Man finner att

1 e e 1 1
A:gl—e—Qs/C’ B:_gl—e—%/c’
s& att
1 — 1 1 6—5(2—1‘)/0 1 e—sx/c
U(:E7 8) - g4 + g 1 — e—2s/c N g 1 — e 2s/c’

For att finna den inversa Laplacetransformen av detta ut-
vecklar vi 1/(1 — e~2%/¢) i geometrisk serie och far

o0 o0

l—x 1 —s(2n+2—x)/c 1 —s(2n+zx)/c
U(z,s) = 7 —|—de ( )/—de (@nta)/e
n=0 n=0
(Samma teknik anvénds pa sidan 282 i Folland.) Enligt tabell
dr 1/s? Laplacetransformen av t3/6. For a > 0 ér dirmed
e~ /s* Laplacetransformen av (t—a)3 /6, dér vi med (t—a)?
menar (t — a)3 for t > a och 0 for t < a. Dirfor far man

u(z,t) =

é[ﬂ_x)t?q_i(t_wy) _i(t_%jx)g

n=0 + n=0 +

Detta dr en annan framstillning av samma losning som vi
fann ovan.

Uppgift 5.

Om X < 0, siitter vi A = —p? med g > 0. Den allmin-
na losningen till ekvationen f” 4+ Af = 0 ar da f(z) =
a cosh px + bsinh px. Randvillkoret i 0 leder till a = 0 och
f(x) = sinh px. Nu ger randvillkoret i punkten 2 att

24t cosh 2 = sinh 2



eller ekvivalent
tanh 2 = 2u.

Denna ekvation har ingen 16sning med p > 0, av foljande
skél. De tva kurvorna tangerar varandra i origo, och eftersom
derivatan av tanh2p dr 2/ cosh®2u < 2 for g > 0 har de
ingen skdarningspunkt dér p > 0 (rita en graf).

Om A = 0 blir I6sningarna till ekvationen f” + \f = 0
forstagradspolynom, och randvillkoret i 0 leder till f(z) = x.
Man konstaterar att funktionen f(x) = x uppfyller randvill-
koret i punkten 2. Den ar alltsa en egenfunktion, och 0 ar ett
egenvarde, som ar mindre dn 9.

Om A > 0, skriv A = v? med v > 0. Den allméinna 16s-
ningen ges nu av f(x) = acosvz + bsinvz. Randvillkoret i
0 ger a = 0 s att bara f(z) = sin v aterstar. Randvillkoret
i 2 medfér analogt med ovanstaende

tan2v = 2v.

Vi vill nu bestdmma antalet egenvirden med 0 < A < 9,
eller ekvivalent antalet l6sningar till denna ekvation med
0 < v < 3. For att (av bekvdmlighetsskél) fa den vanliga
tangenskurvan, sitter vi 2v = v/ och soker i stéllet 16sningar
till ekvationen

tany =1/

med 0 < 1/ < 6. Aterigen ser vi att de tva kurvorna tangerar
varandra i origo och att linjen nu ligger under den gren av
tangenskurvan som ges av 0 < v/ < 7/2. Men den skir
alla ovriga grenar i / > 0. (Rita en graf.) Nésta gren av
tangenskurvan har sin positiva del i intervallet 7 < v/ <
3m/2 s den ger en skdrningspunkt med v/ < 6. Men den
dérpé foljande grenen blir positiv forst da v/ > 27 > 6.
Dérmed har vi bara en skiirningspunkt i 0 < v/ < 6.
Sammanfattningsvis finner vi att det finns tva egenvéirden

med A < 9.
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Uppgift 6.
Vi anvander cylindriska koordinater r, 6, z. Eftersom rand-
viardena dr oberoende av 6, géller detsamma om l6sningen,
som vi skriver u(r, z). Randvillkoren &r da u(r,0) = u(r,1) =
0 och u(Ry, z) = sinmz/2.

Ekvationen blir

u'r'r —I_ _ufr + UZZ - 0.
r

Vi separerar variabler genom u = R(r)Z(z) och far

R”—I—”f’_lR/ B Z// B )\
R -z

for ndgon konstant A. Randvillkoren medfér Z(0) = Z(1) =
0. Da vet man att de enda mojligheterna for 7 ar att A =
(nm)? och Z(z) = sinnmz, dir n ir ett naturligt tal. For R
tar vi déartor ekvationen

r*R" 4+ rR — (n7)*r’R = 0.

Detta dr p-versionen av den modifierade Besselekvationen,
med v-varde 0 och p = nm. Losningarna ar linjarkombina-
tioner av Iy(nmr) och Ky(nmr). Eftersom R skall vara be-
gransad vid r = 0, forkastas K.
De separerade losningarna ar darfor Iy(nmr)sinnrz, dér

n=1,2,.... Da anséitter vi

o0

u(r, z) = Z anlo(nmr) sinnrz.

n=1

Randvillkoret for » = Ry blir nu

(0. 9]
. . T2
g anlo(nmRy) sinnmwz = sin >

n=1
Vi maste alltsa utveckla funktionen i hogerledet i sinusserie.
Det enklaste &r att anvinda BETA 13.1 (16) med o = 1/2,
som sager att
t 2«
Sin§ = ; Z(_l)n—i_l?flz_Ll/zl Sinnt, 0<t<m.

n=1



Med t = 7wz far vi da

SiIl— = —Z n+1_—1/4 Sll"lTlﬂ’Z, 0<z<l1.

Detta ger
8 (_1)n+1n

a/n:_

7 (4n?2 — 1) Ij(nwRy)
Losningen till problemet ar darfor

( 1)n+1 .
u(r, 2) Z (02 = 1)]0(n7TRO)[ o(nmr) sinnrz.

Kommentar till teoriuppgift 8.

Lat rektangeln vara givenava < < b, ¢ <y < d. Man kan
finna en steady state-losning uo(x) som uppfyller Luy(z) =
F(x). Men det gar i allménhet inte att ocksé fa uy att upp-
fylla randvillkoren pa rektangelsidorna x = a och x = b,
eftersom dessa villkor beror av y och alltsa varierar langs rek-
tangelsidorna. Om man nu skriver u(x,y) = v(z,y) + ug(x),
skall v upptylla den homogena ekvationen Lv = 0 i rektang-
eln, och v skall satisfiera (inhomogena) randvillkor pa de fy-
ra rektangelsidorna. Med superposition kan man sedan dela
upp v i tva funktioner som uppfyller homogena randvillkor
for x = a och x = b resp. for y = ¢ och y = d. Dessa tva
funktioner kan bestdmmas med variabelseparation.

En variant av detta bestar i att borja med superposition
och skriva u som en summa v = v + w, dir Lv = F' och
v skall uppfylla homogena randvillkor for x = a och x = b,
och samma randvillkor som v fér y = ¢ och y = d. For funk-
tionen w far man da Lw = 0 samt homogena randvillkor fér
y = c och y = d. For att finna v kan man finna en steady
state-10sning vg(x) som uppfyller Lvg = F och de homogena
randvillkoren for x = a och x = b. Sedan bestdmmer man
v — vy med variabelseparation. Aven w fas med variabelsepa-
ration.



