Laboration i Fourieranalys for F2, TM2, Kf2 2010/11

Signalanalys med snabb Fouriertransform (FFT)

Den hir laborationen har tva syften: dels att visa hur den snabba Fouriertransformen
fungerar och vad man bor tinka pa nir den anvinds, dels att verkligen testa den pa ett
par exempel.

Laborationen bestar av flera delar. Naturligtvis &r det bist att géra dem alla, men att
gora en del av dem ir biittre dn att inte gora nagot.

De olika delarna gar ut pa att

1. analysera en ren sinussignal med olika samplingsfrekvens, och olika antal sam-
pel.

2. studera overforingsfunktionen for ett linjért filter, och sedan se hur “brus” passe-
rar filtret

3. studera effekter av ickelineariteter i filter.

Det enklaste &r att gora dessa uppgifter med hjélp av matlab, och denna beskrivning dr
anpassad till det.

Allméant om diskret och snabb Fouriertransform

(Detta édr en mycket kortfattad beskrivning; lds ocksa i Follands bok.)
Lat f(t) : R — R vara en signal, och 1t

fo= [ " peetdt )

vara dess Fouriertransform. Vi skall forst anta att f &r bandbegriinsad, d.v.s. att det
finns en konstant Q s att f(w) = 0 om |w| > Q. Samplingssatsen siiger di att f ir
bestimd om man kénner f(t,) i punkterna t,, = ng, d.v.s. i praktiken maste man ha
minst tva sampel per period for den hogsta tilldtna frekvensen. Om det dessutom &r sé
att man bara ér intresserad av f(t) i ett begrénsat intervall, sig 0 < ¢ < T, récker det
dérfor visentligen att betrakta de sampelpunkter som faller inom detta intervall, alltsa
ungefir N = T'Q/m punkter. Funktionen kan visserligen inte vara noll utanfér [0, 7]
(eller nagot annat begrinsat intervall) om den ir bandbegridnsad, men under ldmpliga
forutsittningar blir felet inte sa stort.

Nu antar vi att f(¢) = 0 utanfor intervallet [0, T']. D& borde samplingssatsen innebira
att det skulle riicka att kiinna virdena f(wy,) for w, = n%’“, for alla |w,| < .
For att snabbt komma fram till den diskreta Fouriertransformen viljer vi IV och sitter
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och hoppas, som Folland, att, atminstone for |[m| << N skall a,, vara en bra approx-
imation av f (W ). Man ser i alla hidndelser enkelt att ., dr periodisk med period N
och darfor racker det att betrakta a,,,, 0 < m < N — 1.

Precis som for Fouriertransformen finns det en formel for att berikna a,, om a,,, ir
kénda:

1 N—-1
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Problemet dr nu att for man skall fa nagon noggrannhet i berdkningarna krivs det att
N ir stort, och da blir det kostsamt att utféra berikningarna: det dr N koefficienter att
berikna, och for varje n skall en summa med N termer beréknas, i allt N 2 operationer.
Men det finns ett sitt att gora beridkningarna mycket snabbare, det som kallas snabb
Fouriertransform (FFT).

Antag forst att NV &r delbart med 2, N = 2N;. Da kan man skriva
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Om man tittar efter ser man att den forsta summan &r en diskret Fouriertransform av de
Ny jamna koefficienterna as,,, och den andra summan av de Ny udda koefficienterna
Gon+1- Om vi skriver afm och a,, for de udda respektive jimna koefficienterna, och
motsvarande for DFT-versionen, sa far vi

= @), + e 2T/ NG for 0<m<N —1=N/2—1 (6)
och (eftersom @, och @Y ir periodiska med period Ny)

am = al,_y, +e 2TmNGY for Ni<m<N-1. (1)

m—N1

AU

Kostnaden for att beriikna a7, och a¥, éri storleksordningen 2N? = N2 /2 operationer.
Forutom det gar det at en multiplikation och en addition per m, alltsd sammanlagt
N?2/2 + N operationer (en operation riknas i dessa sammanhang ofta som en addition
och en multiplikation). Kostnaden har halverats. Men den stora vinsten gér man om N
i sin tur dr ett jimnt tal, sd att dven d{n och @, kan beriknas pa liknande sitt, och s
vidare. Optimalt resultat far man om N = 2*  simst fir man om N ir ett primtal (f6r
da kan man inte gora nagot alls at kostnaden).

Av detta skil vill man ofta vélja NV som en tvapotens, och om man har ett antal sampel-
virden som ligger nira en tvapotens kan det se ut som en god ide att helt enkelt fylla pa
med sa manga nollor som behdvs. Det gors i alla hindelser ofta i praktiken ibland. Men
i matlab faktoriseras istillet NV i s manga primfaktorer som m&jligt, och man vinner
den berikningstid som gar.



Laborationsuppgift 1 (1 bonuspoing)

Denna del av laborationen gar mest ut pa att bekanta sig med f £t i matlab. Bérja med
att starta matlab och ldsa manualbladet till £ft

1. Sampla signalen f(t) = sin(10¢) + 2 cos(15t) N génger i intervallet 0 < ¢ < T,
diar T' = 100, dvs. skapaen vektorx = [x (1), x(2), ..... , x(N)1,
dir x (k+1) &r det k-te stickprovet (“samplet”) av signalen. Observera att num-
reringen av vektorelement i matlab alltid startar med 1. Beridkna den diskreta
Fouriertransformen av x med hjélp av funktionen f ft, och plotta dess real- och
imaginérdelar och dess absolutbelopp. Vilj som N négra olika 2-potenser (stora
och sma) och se hur resultatet fordndras. Forklara utseendet pa graferna med oli-
ka N-virden, for absolutbeloppen och gidrna ocksa for real- och imaginérdelarna.
Man vill forstas se frekvenserna 10 och 15 i Fouriertransformen.

2. Tva klassiska sitt att modulera en radiovag for att verfora till exempel tal dr
amplitudmodulering och frekvensmodulering. Léat oss som ett exempel betrakta
en birfrekvens pa v = 50 MHz (alltsa kortvagsbandet), och antag att “talet”,
den signal man vill 6verfora bestér av signalen ¢(t). Den modulerade signalen
kommer da att ha utseendet

fa(t) = cos(vt)(1 4+ ad(t)) (am), resp. 8)
fr(t) = cos(vt + adp(t)) (fm). 9)

I bada fallen dr o en konstant som bestimmer moduleringsgraden.
Vilj nu v = 50 och o = 0.2, och antag att

o(t) = sin(4¢) + 0.5 cos(8t). (10)

Plotta den modulerade signalen, och dess spektrum (med hjidlp av £ft) for
amplitud- och frekvensmodulering.



Laborationsuppgift 2 (2 bonuspoing)

En vanlig typ av “signal” ér brus. Det innebir att ¢(¢) pa nagot sitt dr slumpvis fordelat.
En samplad signal som vi &r intresserade av hir kan ha olika beteende. Ett &r att ¢(¢,,)
ar helt oberoende av varandra, till exempel normalférdelade. Med matlab kan en sadan
brussignal (med N sampel) genereras genom

phi = randn(1,N).

En annan slags brus uppstar om istéllet ¢ (t,+1) — ¥ (t,) dr oberoende slumptal. I
matlab kan man skriva t.ex.

psi(l) = phi(1);

for 3=2:N, psi(j)=psi(j-1)+phi(j); end

(For att fa ett mer realistiskt brus borde man hér egentligen byta phi (J) i summan
mot phi (t) «sgrt (dt), ddr dt= At = t,,41 — t,,, men det ger bara ett fel med en
konstant faktor, och for vart dindamal spelar det ingen roll.)

Jamfor resultaten mellan féregaende exempel och:

lambda (1) = phi(1l);

for j=2:N, lambda (j)=phi(j-1)+phi(j); end

1. Skapa brussignaler phi, psi och lambda enligt ovanstaende. Plotta tidsse-
rierna, och dven deras spektra med hjilp av fft-algoritmen. Varfor far spektrum
olika utseende i de tre fallen?

2. Med hjilp av spektralanalys kan man forsoka hitta signaler i brus. Pa kurshemsi-
dan finns en lidnk till en fil som innehaller sampel fran en brusig signal, samplad
over ett tidsintervall pa 10 sekunder. Himta hem den, 1ds in den i matlab, och
undersok om det finns ndgot i den som liknar en signal. Ange i sa fall tydliga
frekvenser, och deras relativa amplitud. OBS. Datafilerna genereras individuellt
till var och en som hiamtar den. F6lj instruktionerna f6r nedhdmtning. I labora-
tionsrapporten skall identifikationstalet ftal anges.

3. Ett enkelt filter kan modelleras med en differentialekvation
V() + 2k (8) +wPo(t) = f(2); (11)

hir dr f(t) insignalen, och v(t) utsignalen. Denna deluppgift bestér i att mata in
bruset ¢(¢) som beskrivits ovan och plotta spektrum for utsignalen. I matlab kan
man gora det pa detta sitt:



e Konstruera en matlabfunktion, en fil odedef . m, som innehaller definitio-
nen av differentialekvationen, enligt

function outl = odedef (t,y)

global tlist flist; tlist d4r vektorer som
innehdller sampeltidpunkter
och sampelvarden for
insignalen

o° o0 o oe

a=0.3; % dampning
b=110.0; % omega”"2
outl = [y (2);
interpl (tlist, flist,t)
% detta skapar en interpolerad
% funktion av (tlist, flist)
—axy (2)-bxy (1) 1;

[

o Skapa sen en matlab skriptfil till exempel sa hir:

% globala deklarationer
global tlist flist

N = 10000;

Tmax = 10.0;

dt = Tmax / N;

tlist = dt : dt : Tmax;
% skapa en insignal

flist = 10*randn(1,N);

[ T, v ] = oded45(’odedef’, tlist, [0, 01);

Efter korning av denna fil innehéller v (3, 1) losningen vid tid ¢;, och
v (j, 2) innehaller 16sningens derivata.



Laborationsuppgift 3 (3 bonuspoing)

Denna del av laborationen handlar om ickelineariteter och hur dessa paverkar spekt-
rum.

1. En forstirkare skall idealt sett vara linjér, utsignalen v(t) skall vara proportionell
mot insignalen f(¢):

o(t) = Kf(t). (12)
En riktig forstirkare kan istillet tinkas ge en utsignal pa formen
v(t) = Kf(t) +bf (1) + cf(t)?, (13)

dir konstanterna b och ¢ ej bada dr 0. Lat f(t) = cos(10t) eller f(¢) = cos(10t)+
sin(13t). Studera med dessa tva funktioner f utsignalens spektrum. Vilj i bada
fallen minst tre kombinationer av virden pa b och ¢ som ger visentligt olika ut-
fall. Gor ocksa en teoretisk analys for att forklara de erhéllna resultaten, t ex med
hjélp av additionssatser for trigonometriska funktioner.

2. Vi gar tillbaka till filtrets differentialekvation, men modifierar den en aning:
v (t) + bu(t) (1 + no(t)?) = Acos(wt), (14)

med b # 0 och 1 # 0. I denna ekvation har dimpningen tagits bort, men en icke-
linjdr (kubisk) term har tillkommit. Ekvationen brukar kallas Duffingekvationen.
Studera spektrum av 16sningen v(t) som ovan, fér minst 6 kombinationer av b,
7, w och A. Det viktigaste &r att variera 1. Undersok ocksa i nagot fall vad som
hinder om hogerledet ersitts av en summa av tva cosinusfunktioner med olika
frekvens. Kan man siga ndgot om hur resultaten beror av de valda virdena?

Rapport

Rapporten skall innehalla en beskrivning av den utférda laborationen, utskrifter av plot-
tar samt de berikningar som behovs for att motivera resultaten.

Rapporterna far vara handskrivna under forutsdittning att de skrivs med lislig handstil!.

Laborationen ir inte obligatorisk, men kan ge upp till 6 bonuspoing (1+2+3) vid det
ordinarie tentamenstillfillet.



