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Utdrag ur kompendiet
"Tillampningar av komplex analys och Fourieranalys”

av Kjell Holmaker

4.2. Linjira system

Ofta star vi infor en problemstéllning av foljande allménna typ: Nagonstans finns en kénd

spanning eller strom palagd, och vi &r intresserade av den resulterande spédnningen eller
strommen nagon annanstans i natet.
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Nitet kan uppfattas som en ”svart lada” med en ingdng och en utgang (se fig.). Tidsfunk-
tionerna u(t) och v(t) kallas fér insignal resp. utsignal. Utsignalen &r nagon sorts funktion
av insignalen, och vi askéadliggor det pa foljande sétt:

Detta betraktelsesitt ar ytterst generellt; i det allminna fallet symboliserar den svarta
ladan nagot slags system, som sverfor insignaler i utsignaler. Om vi, som ovan, har ett
nit bestiende av linjdra, tidsinvarianta komponenter utan oberoende killor, blir ocksd
systemet linjart och tidsinvariant. Det blir ocksa kausalt beroende pa lagen om orsak och
verkan. Vi skall strax ge precisa definitioner av dessa begrepp och dérefter nagot narmare
studera allminna, linjara, tidsinvarianta system.

Definition. Ett linjart system S &r en linjar avbildning fran ett linjart rum av insignaler
till ett linjart rum av utsignaler. Linjariteten innebér att

S[clxl -+ Cz$2] = 615[1131] + CQS[xz].

Vi antar ocksa nagon form av kontinuitet s& att detta kan utstrickas till odndliga summor
och integraler:

SIS enta] = Y _ caSlanl;
S[/b z(a,t)do] = /b Slz(a,t)] da.

Lat y(t) = S[z(t)]. Det linjéra systemet S &r tidsinvariant om
Szt -T)) =y(t-T) for alla TeR
Definition. Systemets utsignal svarande mot insignalen §(t) kallas for systemets impuls-
svar. '
Sats 4.1. For ett linjdrt, tidsinvariant system S gdller sambandet
Slz] =hx*z,

dir h dr systemets impulssvar.
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Bevis. Vi kan skriva

z(t) = /oo z(7)é(t — 7)dT.

Vi har S[6(t)] = h(t), och av tidsinvariansen foljer att S[é6(t — 7)] = h(t — 7) for alla 7.
Linjdriteten ger sa

Slz(t)] = /00 z(T)S[6(t — 7)) dr = /w z(T)h(t = r)dr =
= (:c—ioh)(t) = (h * z)(t). - O
Sats 4.2. Om S dr linjdrt och tidsinvariant gdller att
Sle™!] = h(w)e™!
for varje w € R, ddr -
Mw%=/wh@k““ﬁ

dr Fouriertransformen av h.

Bevis. Enligt Sats 4.1 &r

Sle™*] =/ h(T)ei“(t‘T)dT=ei“’t/ h(r)e ™ dr
= h(w)e*t. O

Om h(t) ar reell galler for w > 0 att

S{coswt] = / h(t)cosw(t — 7)dr = Re/ h(r)ei“’(t‘f)d',—
= Re [A(w)e™!].
Detta ar grunden for jw-metoden i elektrotekniken.

Genom Fourieruppdelning kan insignalen z(t) framstéllas som en verlagring av sving-
ningar e** med varierande vinkelfrekvens w:

ﬂﬂ:%[fmmww.

Analogt for utsignalen:

1 [* ,
t) = — J(w)e“ dw.
v =g [ e
Genom Fouriertransformation av sambandet y = hxz fas §j(w) = h(w)&(w). Detta visar hur
systemet verkar som ett filter, och vi kan direkt avldsa hur de olika frekvenskomponenterna
i uppdelningen paverkas.
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Definition. Det linjsra systemet S kallas kausalt om utsignalens vérde vid tiden ¢ bara
beror pa insignalens varden vid tiden < ¢.

Sats 4.3. Antag S linjirt och tidsinvariant med impulssvar h. Dd gdller att S dr kausalt
om och endast om h(t) =0 fort < 0.

Bevis. Antag S kausalt. Tillimpa definitionen av kausalitet pa insignalen 4(t). Eftersom
§(t) och insignalen 0 for alla ¢ &r lika for ¢ < O foljer att h(t) = 0 for t < 0. Antag omvént
att h(t) = 0 for t < 0. Enligt Sats 4.1 4r d4 sambandet mellan insignal och utsignal

y(t) = (h* z)( / h(t — 7)z(r)dr,

vilket visar att y vid tider ¢ bara beror pa z(7) for tider 7 < t. d

Exempel 4.1. Ett idealt ldgpassfilter filtrerar bort alla komponenter med vinkelfrekvens
over en viss gransvinkelfrekvens €2, dvs vi har

o>

() = 1 for |w| <9,
T 10 for |w| >

Impulssvaret &r

0 Q )
h(t)=—1—/ h(w)e"“’tdw=%/ﬂei‘”‘dw=smﬂt,

2n J_ it

Eftersom h(t) inte ar 0 for alla ¢ < 0, &r inte systemet kausalt. Ett idealt lagpassfilter kan
alltsa inte realiseras fysikaliskt, men begreppet dr &ndé anvandbart som en matematisk
idealisering.

Exempel 4.2. Det ideala lagpassfiltret i Exempel 4.1 &r inte kausalt, men kanske situa-
tionen forbattras om vi kréver mindre av h(w). Antag att vi bara kriver att h(w) = 0 for
lw| > Q, h absolutintegrerbar men €] identiskt noll. Vi kan Fourierframstélla h(t) som

1 [,
= —/ h(w)e**dw.
TJoa

Har kan vi lata ¢ vara en komplex variabel, och h(t) blir d& analytisk i hela ¢-planet. Om

h(t) = 0 p& negativa realaxeln, ger entydighetssatsen for analytiska funktioner att h(t) =0
for all t. D4 &r

hw) = /_ ” h(t)e-#tdt = 0,

i strid med forutsittningen. Alltsa &r inte heller detta system kausalt.



Tillampningar av komplex analys och Fourieranalys 31

Definition. Ett linjart, tidsinvariant system med impulssvar h(t) kallas stebilt om
oo
I 1h(t)ldt < oo

Den fysikaliska betydelsen av stabilitet &r att begrinsade insignaler ger upphov till be-
gransade utsignaler. Detta framgér av foljande sats.

Sats 4.4. Ett linjdrt, tidsinvariant system S dr stabilt om och endast om det finns en
konstant K sd att

lz(®)| < M foralla t=|S[z](t)| < KM foralla t. (4.1)

Bevis. 1. Antag S stabilt. Antag |z(t)] < M for alla t. D& &r
o0
I—‘/ (t—7 d'r\</ Ih(P)z(t = 7)|dT <

<M/ )| dr,

dvs. vi har egenskapen (4.1) med K = [°_|h(r)|dr < cc.
2. Antag egenskapen (4.1) ar uppfylld. Vilj 1n31gnalen

h(—t) °
(t) = eIk da h(-t) #0,
0, da h(-t)=0.

D3 ar |z(t)] < 1 for alla t, och enligt (4.1) &r |S[z](t)] < K -1 for alla ¢. Speciellt &r

|S[z](0)] < K. Men
S(z)(0) = f " h(r)z(=7) dr = /_ Z IR(r)| dr.

Alltsd ar [ |h(r)]dT < K < 00, dvs. S &r stabilt. O
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5. Samplingsteoremet

En version av samplingsteoremet finns bevisad i Folland, sid. 230. Hér ges ett annat bevis
som utnyttjar d-funktioner och Fourierserieutveckling av ett impulstég.

Om en tidskontinuerlig funktion f(t) samplas (kédnns av) vid tidpunkterna ¢ = nT erhélls
en tidsdiskret signal {f(nT)}3% _.. Denna kan representeras pd tidskontinuerlig form som
det viktade impulstaget > oo __ f(nT)§(t — nT). Vi har (om f(t) ar kontinuerlig)

o0 oo

Y f(aD)é(t—nT) = > f(t)5(t —nT) = Z 6(t — nT) = f(t)sp(t).

n=-—od Tn==—00 n=—00
Bandbegrinsade signaler kan rekonstrueras ur sina sampelvirden som féljande sats visar.

Sats 5.1 (Samplingsteoremet). Antag att f(t) dr kontinuerlig med Foum’ertmnsform
flw) =0 for lw] > a ( bandbegransad signal). Om signalen samplas med frekvensen > &
(vinkelfrekvens Q0 = & > 2a), sd kan f(t) dtervinnas ur den samplade signalen genom en

lagpassfiltrering med avhuggnz’ngsvinkelfrekvens a (LP4-filtrering) och multiplikation med
T.

Bevis. Impulstaget s7(t) har Fourierserieutvecklingen

oo

T T

. 1 [z . 1 [z . 1

s(t) = > cne™, dir c,= T / i sr(t)e™ ™ dt = 7 ié(t)e‘mmdt ==
n=—0c0 -7 -7

Den samplade signalen ar f(t)sr(t), och genom Fouriertransformering erhélles

o<}

t)ST Z mQtf _T_ Z f _ nQ

n=— n=-—oo

LP,-filtrering innebér pa transformsidan multiplikation med

- _J 1, d& |wl<La,
ha(“’)“{ 0 di |u|>a

Efter sampling, LP,-filtrering och multiplikation med T fas

TLP.(f(t)sz(t)) Z flw = nQ).

n=-—00

Av termerna i summan &ir det bara den for n = 0 som &4r # 0 i frekvensbandet |w| < a (se
fig.).
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Flw+Q) F(w) Flwo-o)

+ l w
-Q V2 -a
Dérfor ar -
ila(“") Z f(w - TZQ) = f(w)w

och

TLP.(f(t)s7(t)) = f(t)

g

Ovningsexempel.

1) Antag samma forutsittningar som i samplingsteoremet. Visa att

o

f&)y= Y f(nT)

n=—o0

Tsin(a(t — nT))
7(t —nT)

2) Signalen f(t) har Fouriertransformen f(w) = (w + a) — 8(w — ), dir & > 0 &4r en

given gréansvinkelfrekvens. Signalen samplas med vinkelfrekvensen Q > o, dvs. man
bildar

fs(®) =T Y f(nT)5(t - nT),

n=—o0

dér QT = 27. Denna lagpassfiltreras sedan med avhuggningsvinkelfrekvens o (idealt
lagpassfilter). Lat g(t) vara resultatet av sampling och filtrering. Berikna

/ ) — gt

Svar.

2.00m Q>20; 120 - Q) oma < Q< 2a.



