MVE290 - Fouriermetoder, TM2 2011/12
Inlimningsuppgifter i distributionsteori

Varje grupp skall gora de fyra forévningarna och en av huvudov-
ningarna. Forovningarna dr desamma for alla, utom att g skall
ersattas med den valda huvudoévningens nummer, alltsa
ett tal mellan 1 och 19.

Nagra upplysningar

[ vissa uppgifter anvinds begreppet karakteristiska funktionen for
en mangd E. Det betyder den funktion xg som ges av att xp(z)
ar 1 om x € E, annars 0. Salunda dr Heavisidefunktionen H (x)
den karakteristiska funktionen for positiva halvaxeln.

Vi skriver 9, for den distribution vars verkan pa en godtycklig
testfunktion ges av

0ylp] = o ().

I Folland betraktas d, som ett translat §(. — y) av “Diracfunktio-
nen” (ett battre namn &r Diracdistributionen) 6 = 4.

Observera tryckfelen pa sidorna 333 och 334 i Follands bok:
alla f 1 formlerna skall vara F'.

Forovningar
(1) Verifiera enligt definitionen att

oo

ulg] = > me™ (m + q)

m=1

definierar en distribution u pa R. Som vanligt betecknar ¢ har en
godtycklig testfunktion. Verifiera ocksa att distributionerna wu,,



givna av
un[¢] = Y~ me™(m + q),

konvergerar svagt (dvs. 1 distributionsmening) mot 0-distribu-
tionen da n — oo.

(ii) Betrakta distributionen

5+¢q
u=t""x09+ Y 9

J=2+q

Ange forst vad u[¢] blir, for en testfunktion ¢. Vad &r (distri-
butions)derivatan v’ 7 Ange ocksé en primitiv distribution till .
Héar svarar man lampligen med uttryck som ger de sokta distribu-
tionernas verkan pa en godtycklig testfunktion.

(i) Fouriertransformen av ¢ &r enligt Folland sid 335 § = 1,
alltsd den konstanta funktionen 1, uppfattad som en distribution.
Bestdm Fouriertransformen av d, och av funktionen cos(z — ¢q).
Observera att Fouriertransformen av en tempererad distribution
u definieras av formel (9.28) sid 333 i Folland, som efter korrektion
sager att

~

ul¢] = ul¢].
Har ar ¢ ar en godtycklig Schwartzfunktion.

(iv) Lat u, vara den distribution i R vars verkan pi en test-
funktion ¢ &r ytintegralen av ¢ over sfiren |z| = r. Mot vilka

distributioner konvergerar r~2u,, svagt da r — 0 och r — oo?



Huvudovningar

1. (a) Visa att distributionsekvationen (1 + 2?)u = 0 endast
har l6sningen v = 0. (Produkten av en funktion och en
distribution definieras i Follands formel (9.6).)

(b) Visa att distributionsekvationen xu = 0 har 1osningarna
u = C0 och endast dessa, dar C' dr en godtycklig konstant.
Ledning for “endast”delen: Fixera en testfunktion ¢ med
1¥(0) # 0 och skriv en godtycklig testfunktion ¢ som ¢ =
ay) + é, dar é ar en testfunktion med @(0) = 0. Vi pastar nu
att ¢(x)/z ocksé &r en testfunktion. Verifiera forst att detta
skulle ricka for att avsluta beviset av “endast™delen. Visa
sen pastaendet, t ex. genom att skriva (5 som integralen av
sin derivata fran 0 till x och transformera till en integral fran
0 till 1.

2. (a) Betrakta for r > 0 distributionen u, pad R definierad av

wlol =1 [ (9(a) - 9(0) do,
dar ¢ ar en testfunktion. Visa att u, har ett svagt gransvirde
v da r — 0, och att distributionen v ges av att v[¢] &r en
multipel av ¢”(0). Vilken multipel far man?

Ledning: Taylorutveckla.

(b) Gor motsvarande i planet, med

wlol =~ [ (o) = 0(0.0)) dady.

Visa att man som grénsvirde hér far en multipel (vilken?)
av Laplaceoperatorn i 0.
(¢) Hur ser detta ut i n dimensioner?
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3. (a) Sétt uy = N cos Nz pa R och betrakta denna funktion
som en distribution. Visa, t ex. genom partialintegrationer,
att uy konvergerar svagt mot en distribution (vilken?) da
N — oo. Skissa grafen for uy; kan den forklara distributions-
konvergensen, trots avsaknaden av punktvis konvergens?

(b) Samma konvergensfraga for yg_ N sin Nz, dar R_ &r den
negativa halvaxeln.

sin Nx

(c) Samma fraga for H(x)
Ledning for (¢): Partialintegrera si att man far en primitiv
funktion till 2N%  Utnyttja att [ sint/tdt — 7/2 da
M — oc.

4. For p > 0 definierar

wlo) = [ ola) do

en distribution u, pd R. Da p — 0 har denna integral for
de flesta testfunktioner ¢ inget dndligt gransvarde; verifiera
detta med exempel. Darfor har distributionerna w, inget
svagt gransvarde da pu — 0. Detta kan avhjilpas genom
multiplikation med en lamplig faktor. Bestdm en kvantitet
Q(n) sadan att Q(p)u,[¢] konvergerar da p — 0, for alla
testfunktioner ¢, och det mot ett virde som inte alltid &r 0.
Detta betyder att ¢Q(u)u, konvergerar svagt da g — 0, mot
en distribution som inte dr nolldistributionen. Ange ocksa
vilken denna gransdistribution dr. Man har alltid g > 0 har.
Ledning: For att gissa vad Q(u) skall vara, ersétt forst ¢(x)
1 integralen med karakteristiska funktionen for ett intervall
(0,a). Sen kan man verifiera konvergensen genom att dela
upp den givna integralen i integraler 6ver (0,a) och (a, o0)
och skriva ¢ som ¢(x) = (¢(z) — #(0)) + ¢(0) i den forsta
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av dem. Detta ger tre integraler, som alla konvergerar da
1 — 0.

. Anta att distributionen u pa R uppfyller ' = 0, den enklaste
av alla differentialekvationer. Visa att u da ar en konstant
funktion. Att tillata u att vara en distribution ger alltsa inga
“nya” 1osningar.

Ledning: Genom att uttrycka ekvationen med hjalp av test-
funktioner ser man att man behdver kunna avgdra nar en
given testfunktion ¢ ges av ¢ = ¢’ for ndgon testfunktion .
Om det &r s&, maste ¥(z) = [*_ ¢(y)dy eftersom bade ¢
och ¢ ar 0 nara —oo. Darfor hinger det pa om denna integral
ar 0 ndra +o0o. Formulera med hjalp av detta ett nodvandigt
och tillrdckligt villkor f6r att ¢ &r derivatan av en testfunk-
tion. LoOs sedan det givna problemet genom att fixera en
testfunktion som inte ar en derivata, och skriv en godtyck-
lig testfunktion som en multipel av denna plus derivatan av
nagon testfunktion. Lat distributionen u verka pa detta ut-
tryck.

. (a) Lat x4, xB och x¢o beteckna de karakteristiska funktio-
nerna for nedanstaende mingder i R? och betrakta dem som
distributioner i planet. Bestdm distributionsderivatorna

Oxa/0x1,  Oxp/Oxr1 och  Oxc/0m

samt andraderivatorna 9%y 4/0x10x9 och 8%y p/0x10x9, laimpli-
gen genom att ange hur dessa distributioner verkar pa en
testfunktion. Hér ar

A= {($1,$2) < 0, Ty < 0}

B = {(ZL‘l,ZUQ) X T2 < 0}

C = {(x1,22) : 23 + 23 < 1}.
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(b) Efter en enkel variabeltransformation kan vigekvationen
i planet skrivas 0*u/0z10z2. Det ir enkelt och villkint att
den allménna 16sningen till denna ekvation ar u(wy,xs) =
f(z1) + g(x2), dar f och g ar godtyckliga deriverbara funk-
tioner. Men i distributionsmening finns ytterligare losningar:
En distribution v i planet sdges vara oberoende av x5 om den
ges av en distribution v; pa R genom att for varje testfunk-
tion ¢ i planet

v[p] = v [/ ¢(:c1,a:2)dx2} :

Héar menar vi att vq far verka pa den 1-dimensionella testfunk-
tionen x7 — fgb(xl, x9) dxy. Visa att en sddan distribution
satisfierar ekvationen 0*u/0x10xs. 1 detta resonemang kan
man forstas lata x; och xo byta roller, och i sjilva verket ges
den allménna distributionslésningen av en summa av tva dis-
tributioner som dr oberoende av x1 resp. x5 (detta behover
ej visas).

. Den funktion p& R som tar virdena 1/+/x for = > 0 och
0 for ovrigt ar lokalt integrerbar trots singulariteten i 0.
Dérfor definierar den en distribution pa R, som i Folland
betecknas X;l/ ?. Funktionens punktvisa derivata tar vir-
dena —z7%2/2 for x > 0 och #r inte lokalt integrerbar.
Den definierar dérfor inte automatiskt nagon distribution.
Vi skall se att distributionsderivatan av X;l/ ? 4nda hiinger
ihop med den punktvisa derivatan. Visa att denna distri-
butionsderivata ar —X;3/2/2 dar distributionen XJ:?’/Q ges 1
ovning 9.3.9 i Folland, i specialfallet A = 3/2, k = 1.

Ledning. Skriv upp vad distributionsderivatans verkan pa
en testfunktion ¢ blir, enligt definitionen av distributions-
derivata. (Jamfor ev. med Folland formel (9.22), sid 327,
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for X;)‘.) For att komma harifran till uttrycket i 6vning
9.3.9, partialintegrera i de tvé intervallen (g,1) och (1, 00).
Som primitiv funktion till ¢’ véljer man i det forstnamnda
intervallet inte ¢ utan ¢ — ¢(0). Sen far e — 0.

. Den klassiska vagekvationen uy — ¢y, i en rumsdimension
har den allménna I6sningen u(z,t) = f(z + ct) + g(z — ct),
dar f och g ar godtyckliga, tva ganger deriverbara funktioner
pa R.

Har ar ¢ > 0 en konstant. Detta ar vilkdnt och skall ej
visas. Vi skall se att samma formel ger l6sningar i distribu-
tionsmening dven for mycket allmédnnare f och g. Eftersom
f(x 4 ct) och g(x — ct) kan behandlas helt analogt, ndjer vi
oss med fallet f.

(a) Visa att om f dr en lokalt integrerbar funktion pa R, sé
ar f(x+ct), betraktad som funktion i (x, ¢)-planet, lokalt in-
tegrerbar sa att den definierar en distribution i planet. Visa
ocksa att denna distribution uppfyller vagekvationen i distri-
butionsmening. Ledning: gor ett lampligt variabelbyte i den
integral som uppstar.

(b) Mera allmént, om f bara antas vara en distribution pé
R kan man tolka f(z + ct) som en tvadimensionell distribu-
tion och visa att den ocksa ger en distributionslosning till
vagekvationen. Genomfor detta for f = 9.

. (a) Betrakta funktionen u(x) = In|z| som en distribution
i R? och R?. Man vill bestimma Aw, tagen i distributions-
mening. Rikna forst ut Aw i vanlig, punktvis mening utanfor
singulariteten i origo, lampligen med hjalp av polara koordi-
nater. Skriv sen upp den integral som ger verkan av distri-
butionen Awu pa en testfunktion. Pa denna integral kan man
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10.

11.

12.

anvinda “Greens andra identitet”, som uttrycker integralen
av fAg — gAf over ett omrade i termer av en integral over
omradets rand. Vilj ett begransat omrade vars komplement
innehaller ett litet klot kring origo. (Sla upp denna identitet,
tex. genom att googla pa “Green’s identities”.) Lat sedan
klotets radie ga mot 0. Blir resultatet att distributionen Au
ges av de punktvisa virdena eller inte?

Lat u vara distributionen v = In |z| pa R.

(a) Bestdm dilationerna ul for a > 0. Ar u homogen, och i
sa fall av vilket gradtal? Se Folland sid 311 och 6vning 9.1.1.

(b) Visa att distributionsderivatan u' dr den distribution
X1 principalvirdet av 1/x, som definieras i formel (9.17) pé
sidan 324 i Folland. Ledning: Partialintegrera, men undvik
da singulariteten i 0.

(c) Genomfor (a)-delen med u ersatt av u’.

Ovning 9.5.3 i Folland. Den handlar om att distributionslos-
ningar till ekvationen Au = f, dér f &r en “snéll” funktion,
1 sjalva verket ar losningar i vanlig mening.

Funktionen 1/x pa R &r inte integrerbar néra 0, men den
gors till en distribution X!, dven kallad P.V. 1/x eller prin-
cipalvirdet av 1/x, enligt formel (9.17) péa sidan 324 i Fol-
land. Bestdm Fouriertransformen av denna distribution, pa
foljande sitt. Verifiera att produkten x X! som vintat ir
den konstanta funktionen 1; hir anvinder vi produkten av
en (lamplig) funktion och en distribution, som definieras i
Follands formel (9.6). Fouriertransformera denna produkt,
vilket ger den sokta Fouriertransformen sa nar som pa en
additiv konstant. Bestdm slutligen den additiva konstan-



13.

14.

15.

ten genom att lata de inblandade distributionerna verka pa

. 2 . .
Schwartztfunktionen e, vars Fouriertransform man kinner.

Anvand resultatet for att ocksa finna Fouriertransformen av
Heavisidefunktionen.

Funktionen 1/x pa R &r inte integrerbar néra 0, men den
gors till en distribution X!, dven kallad P.V. 1/x eller prin-
cipalvirdet av 1/x, enligt formel (9.17) pé sidan 324 i Fol-
land. Bestam liksom i foregaende 6vning Fouriertransformen
av denna distribution, men nu med féljande metod. Visa
att X! &r grénsvirdet i svag mening av distributionerna
U, = m Bestam sen Fouriertransformerna av u,, och
deras svaga gransvirde.

Anvand resultatet for att ocksa finna Fouriertransformen av
Heavisidefunktionen.

For 0 < A < 1 ér funktionen 2= H (x) lokalt integrerbar och
definierar en tempererad distribution kallad XJ:’\.

(a) Bestdm dess Fouriertransform, exempelvis genom att veri-
fiera att den #r svaga grinsvirdet av e 2~ H () da e \, 0.
Fouriertransformen av den integrabla funktionen e ~“*z~*H (z)
ges enligt definitionen av en integral, och den kan man berdkna
med hjalp av ['-funktionen med komplexa argument.

(b) Visa att distributionsderivatan av 2™ H (z) dr —AX;*,
dir X! ér den distribution som definieras i Folland genom
formlerna (9.21-22).

(c) Bestim Fouriertransformen av X1, forslagvis med hjilp
av (a) och (b).

Anta ¢ ar ett komplext tal med Im ¢ > 0.
a) Bestam Fouriertransformen §, dir g(z) = ——, exem-
(a) g, dér g el
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16.

17.

pelvis med en komplex integration.
(b) Berékna den 1-periodiska funktionen

f(x) =2 glz+n),

nez

lampligen genom att anviinda (a) och formeln i 6vning 9.4.15
i Folland, efter att ha gjort denna 6vning. Observera att den
serie man far ar Fourierserien for f. Summera dérefter denna
serie.

(a) Lat @ > 0. Funktionen u(z) = €™ ir begrinsad och
definierar darfér en tempererad distribution pa R. Bestdm
Fouriertransformen av denna distribution. Ledning: Veri-
fiera att distributionen w &r svaga gransvirdet da e \, 0
av uc(z) = e 97 vars Fouriertransformer kan beriknas
genom komplex integration eller analytisk fortsattning fran
det kiinda fallet @ = 0. Lat slutligen ¢ — 0 och utnyttja
Theorem 9.8 i Folland (dér f skall vara F).

Enligt Theorem 9.6 i Folland &r varje serie ™ ¢,e™*, med
koefficienter som vaxer hogst som nagon potens av n, Fouri-
erserien for nagon 2m-periodisk distribution, och serien kon-
vergerar svagt mot denna distribution. (Folland har glomt
att ange att perioden ar 27.) Det foljer att samma sak géller
for sinus- och cosinusserier. Mot vilka distributioner konver-

gerar serierna

0]

o0 o0
g Ccos N, E nsinnr och g sinnx ?
1 1

1

Ledning: Follands Theorem 9.3 medfor att sadana hér serier
kan deriveras termvis i distributionsmening utan inskrénkn-
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18.

19.

ing. Prova att integrera de givna serierna, tills man far kon-
vergens mot nagon funktion. Derivera sen i distributions-
mening.

Enligt Theorem 9.6 1 Folland kan varje 2m-periodisk distri-
bution u utvecklas i en Fourierserie, som konvergerar svagt
mot u. (Folland har glomt att ange att perioden skall vara
27.) Déremot kan inte koeflicienterna fas med den vanliga
integralformeln (2m)~! [7 wu(x)e ™" dz, eftersom denna in-
tegral saknar mening. Funktionen (27)~'e™"x|_ »(z) dr
ju inte nagon testfunktion. Men man kan fa koefficienterna
genom att lata u verka pa en testfunktion y som i viss mening
approximerar denna funktion. Detta beskrivs i Follands 6vn-
ing 9.3.1; genomf{ér denna 6vning. Observera da tryckfelen:
i definitionen av x(z) (den forsta formeln i 6vningen) skall
(1—1) i exponenterna i bada integralerna vara (2w —t). Sub-
stitutionen som namns i del a. skall vara s = 27 — ¢.
Ledning till del ¢. : Tillimpa forst formeln i del b. pa f(x) =
e’ Utga sen fran kvantiteten F[x(x)e "] och ersiitt F med
dess Fourierserie.

Den 27-periodiska funktionen cot 5 definierar en 27-periodisk
distribution © om man tar dess principalviarde vid singulari-
teterna, alltsa vid punkterna 27n, n € Z. For en testfunk-
tion ¢ innebér detta att

u[¢] = lim cot = o(x) dx.

e—0F |z—2mn|>e, neZ 2

(a) Verifiera att detta griansvirde existerar for varje testfunk-
tion ¢, sa att man far en distribution.
Ledning: Utnyttja vid punkten 0 att cotangensfunktionen
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ar udda, genom att subtrahera ¢(0) fran ¢ i t.ex. interval-
let [—1,1]. Jamfor med definitionen av P.V. 1/z i Folland,
sidan 324. Motsvarande i andra punkter 27mn.

(b) Enligt Theorem 9.6 pa sidan 322 i Folland kan varje
periodisk distribution utvecklas i Fourierserie. (Folland har
glomt att ange att perioden skall vara 2m.) Bestdm utveck-
lingen av w.

Ledning: Visa att w ar distributionsderivatan av funktionen
21In | sin §|, vars Fourierserie finns i tabell. Derivera termvis.
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