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LOSNINGAR TILL
tentamen i Fourieranalys MVEQ030 {for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM2

Uppgift 1.
Ekvationen och randvillkoren ar homogena, och det &r bad-
dat for variabelseparation. Da soker vi forst funktioner av
formen u(x,t) = X(z)T'(t) som satisfierar ekvationen och
uppfyller randvillkoren (men inte initialvillkoren). Detta &r
ett standardfall. Som vanligt far man ur ekvationen att
X" = AX och T" = \T for nagon konstant \. Rand-
villkoren ger att X’ = 0 i &ndpunkterna 0 och 2. Da vet vi
att man far cosinusfunktioner, mera precis att A = —n?n?/4
och att X (z) ar (proportlonell mot) cos “5*, for nagot n =
0,1,2,.... Viser ocksa att T'(t) maste vara en linjarkombi-
nation av cos ”‘;ﬂ och sin ”‘32’“, utom da n = 0 som i stéllet
ger en linjarkombination av 1 och ¢.

For att fa en 16sning till hela problemet ansétter vi darfor

(1) u(z,t) =

t t
ap + bot + Z CoS n;x (an cos nczw + b,, sin n027r > )

Det aterstar nu att bestamma koefficienterna har sa att
u ocksa uppfyller de tva initialvillkoren. Det forsta ger

nmx
a0—|—2ancos— =cosmz, O<z <2

Eftersom hogerledet hér aterfinns i en av termerna i véns-
terledet, kan vi direkt ldsa av att ao = 1 och att a,, = 0 for

ovriga n.
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Det andra initialvillkoret ger
bg+2@b cos@::v2, 0<x<?2.

Vi utvecklar hogerledet héar i cosinusserie i (0,2). Enligt
BETA 13.1(13) it

L2 4P & 1 nnt
2 n
t —?—i—?n:l(—l) ECOST, ‘Zf| < L.
Vilj nu L = 2 och ersétt ¢t med x. Da fas
4 n 932
bozg och bn:(—l) m, n:1,2,....

Losningen u blir alltsa (1) med dessa koefficienter.

Uppgift 2.
Observera forst att f(¢) &r Fouriertransformen, tagen i punk-
ten —2t, av funktionen g(x) = /|| x(_1,1), alltsa f(t) =

g(—2t). Eftersom ¢ ar jamn, har man ocksa

1 1
= / V| z| (cos 2zt+isin 2zt) do = / V|z| cos2xt dx.
-1 -1

Detta visar att f &r reellvird och dessutom jamn. Darfor
far man

| swra= [Ciwpa=g [ o

I I
5 [ lacenpae=g [ law)par

det sista med en enkel variabeltransformation. Nu kan vi
anvanda Plancherels sats, som ger

00 00 1
/ 1g(t))? dt’ = 27r/ lg(z)|* do = 27r/ x| dox = 27,
o o -1

Svaret pa den forsta fragan blir alltsa
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For andraderivatan ser vi forst att f”(t) = 4¢"(—2t), dar
vi menar andraderivatan av Fouriertransformen av g, ta-
gen i punkten —2¢. Den andraderivatan &r ju Fouriertrans-
formen av funktionen —z2g(x) = —|z|>? y(_11) och har i
punkten 0 vardet

o0 1
4
_/ |x‘5/2 X(—l,l) d.ﬁlf - _2/ .CC5/2 dgj = —?

00 0

Det foljer att

16
f'(0) = =

Anm. Den sokta andraderivatan kan man ocksa fa genom

att helt enkelt derivera under integraltecknet i definitionen
av f, med avseende pa t, och sen séitta t = 0.

Uppgift 3.
Vi soker Fouriertransformen i z-variabeln av u, betecknad
U(&,t). Ekvationen blir da

U = 20U - U.
For varje fixt ¢ har denna ekvation l6sningarna
U 1) = A(©)e 1,

med en &-beroende konstant A.
Initialvirdena for u &r givna av funktionen x(_,q), vars

Fouriertransform &r 2 %, enligt tabell (BETA 13.2 F50)

eller direkt utrdakning. Man far alltsa U(£,0) = 2 Singaf. Dér-
for ar A(&) =2 % och

U(e 1) = 2 580 e
3
I detta uttryck fixerar vi ¢ och soker den inversa Fourier-
transformen. Som funktion av £ ar uttrycket produkten av
konstanten e~! och de tva funktionerna 2 5% samt e ¢,

£
O e . 1 —$2/4t
Dessa tva dr Fouriertransformerna av (g, q) resp. T
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det senare enligt BETA 13.2 F37. Det betyder att u ges av
en faltning i xz-variabeln:

1 22
7t P
LT e (@ ) |

eller utskrivet

_(@-y)? y>2
\/47r Y = \/47T

Léngre kommer man inte, integralen héar kan inte berdknas
explicit (men ddremot uttryckas med hjilp av funktionen
erf, om man vill).

u(z,t) = e~ dz.

Uppgift 4.
(a) Vi véljer den diskreta Fouriertransformen enligt kurs-
boken och far for m =0,1,..., N — 1

N-1
~ _ 2immn _ 2immp _ 2imm(p—1)
Am = § are N —=e N —e¢ N
n=0

Hér &r det givande att bryta ut e 2™mr=1/2/N (som &r

det geometriska medelvirdet av de tva termerna), eftersom
man far

_ 2imm(p—1/2) _imm +i7rm . 2imm(p—1/2) .. mm
Ay =€ N (TN —eT N )= —2je Y sin

(b) Harav ser man att

.. mm
SN ———| .

N

‘&m‘ =2

(c) Parsevals ekvation siger att N 71>~ |a,,]? = > |am|? och
ger i detta fall

AN Z sm2 o
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Eftersom termen med m = 0 &r 0, sa blir svaret pa (c)-delen

Jg:ls' omm N
in" — = —.
— N 2

Anm. 1. Med BETA:s definition av den diskreta Fourier-
transformen far man en extra faktor 1/N i svaren pa (a)
och (b), men naturligtvis samma svar pa (c), eftersom Par-
sevals ekvation ser nagot annorlunda ut. Se upp med att
den diskreta Fouriertransformen i BETA:s definition och
tabell tas i en punkt betecknad . Detta p far inte blan-
das ihop med det p som finns i problemtexten, en olycklig
beteckningskollision.

Anm. 2. Det gar ocksa att l6sa (c)-delen genom att helt

enkelt utveckla kvadraterna (e’ ¥ — e~ '~ )? och summera
geometriska serier.

Uppgift 5.
Vi anvédnder poldra koordinater r, 6 i stéllet for z,y, sa
att u = u(r,0,t) och Au = up. + r~1u, + r 2uge. Da blir
randvillkoret u,.( Ry, 6,t) = 0 och initialvillkoren u(r, 8,0) =
r?sin? § och us(r, ,0) = 0. Vagekvationen och randvillkoret
ar bada homogena, sa man kan variabelseparera direkt. Vi
soker alltsa losningar till vagekvationen med randvillkoret,
av formen
u(r,0,t) = R(r)O(0)T'(t).
Pa vanligt sétt far vi
1 T// R// 1R/ 1 @//
2T R +1“R+r2@'
Denna kvantitet maste vara konstant, sidg A. Det betyder
T" = 2\T och
2 pI / "
r"RY+T1R —)\r2:—@—.
R C)

Aven den hir kvantiteten dr konstant. Eftersom © #r 27-
periodisk, maste denna konstant vara n? for nagot n €
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{0,1,2,...}, och © &r av formen
O(0) = acosnf + bsinnb.
For R har vi ekvationen
r’R"+7rR — AR —n’R =0,

och R skall uppfylla randvillkoret, som nu blir R'(Ry) = 0.
Dessutom maste R vara begréinsad vid 0.

Om X\ > 0, sig A = p? déir g > 0, har vi den modifi-
erade Besselekvationen, med l6sningar R(r) = al,(ur) +
BK,(ur). Hir forkastar vi K,-termen eftersom den dr obe-
gransad vid 0. Da aterstar I,,, vars derivata inte har nagot
nollstélle pa R,. Positiva A ger darfor inga 16sningar R(r).

For A = 0 far vi en Eulerekvation. Med den vanliga an-
satsen R = 77 finner vi att dess l6sningar ar ar™ + Gr~" da
n > 0 och a+ flnr da n = 0. I bada fallen adr den andra
termen obegrénsad vid 0 och forkastas. Den forsta termens
derivata skall da ha ett nollstélle i Ry. For n > 0 betyder
det @ = 0, och alltsa bara 0-16sningen. Men fér n = 0 ar
alla konstanter losningar. I det fallet, alltsa A = n = 0, ar
bade ©(f) och R(r) konstanter, och foér T far man ekvatio-
nen 7" = 0, med forstagradspolynom som losningar. Det
betyder att vi har separerade l6sningar u = o + [t.

Om slutligen A < 0, sig A = —p® med u > 0, har
vi den vanliga Besselekvationen for R. Dess l6sningar ar
R(r) = aJ,(ur) + BY,(ur). Har forkastar vi Y, som &r
singuldr vid 0. Da ger randvillkoret i Ry att J/ (uRy) = 0,
sa att u = Agn/Rp for nagot k = 1,2,..., dar (A\g,)72,
betecknar nollstéllena till J/ i R,. Alltsa far vi l6sningar
R(r) = Ju(Mnr/Ry), med X = —\2 /RZ.

Ekvationen fér T blir nu

I A
T" = 7 T,

med l6sningar

T(t) :ozcosc—ktJrBsmC i

L.
Ry Ry
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Vi har nu funnit de separerade 16sningar vi sokte, namli-
gen

Nen CAien Nkn
I (}%T) (acosmb + bsinnd) <a oS ?Ot + Bsin CR’; t) :

dir k =1,2,... ochn=0,1,2,..., samt forstas multipler
av dessa. Dessutom gav fallet A = n = 0 de separerade
16sningarna o 4+ ($t. De upptyller alla randvillkoret.

Nu ansétter vi den sokta 16sningen u som en oéndlig lin-
jarkombination av dessa separerade losningar, alltsa

(2) u(r,0,t) =a+ (Gt

o X

+ Z Z I ()\lm ) gy, cOs b + by, sin nb)

n=0 k=1

C/\]m . C)\]m
X | oy cOS t + Dpy sin t].
( k 7 B 7 >

Slutligen skall vi bestdmma koefficienterna héar sa att ini-
tialvillkoren blir uppfyllda. Vi sétter alltsa t = 01 (2), dven
efter derivering med avseende pa t. Det ger

o+ Z Z I (Akn > Qg (g cOS NG + by, sin nb)

n=0 k=1

— r2sin’0

00 00 A Aen
8+ Z Z J. <ir) CRk Brn (agn cos nb + by, sin nb)
0

= 0.

Eftersom ekvationen (4) har 0 i hogerledet, sitter vi helt
enkelt 5 = 0 och alla f, = 0. Da blir (4) uppfylld, och
dessa koefficienter forekommer inte i (3). Nu gar vi tillba-
ka till (2) och ser att av den sista faktorn aterstar bara
ULy, COS "’2—’“0”75. Darfor kan koefficienten oy, absorberas i ay,
och bg,, dvs. vi kan sétta ax, = 11 (2) och (3). (I sjélva
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verket kunde vi redan tidigare ha sett att T-faktorn i de se-
parerade 16sningarna inte kan inehalla nagon sinusterm i ¢,
eftersom det andra initialvillkoret &r homogent. Pa samma
satt kunde man se att § maste vara 0 i fallet med o + (3t.)

Vi bortser alltsa fran faktorn ag, i (3) och ser att hoger-
ledet #r Litt att utveckla i Fourierserie; man skriver sin? 6 =
(1—cos26)/2. Déarfor har vi i vénsterledet i (3) termer bara
for n = 0 och n = 2. Vi kan avlésa att for n =0

medan ag, = 0 for n # 2, och alla b, = 0.
Dessa ekvationer &r utvecklingar i ortogonalsystem av

Besselfunktioner. For n = 2 bildar funktionerna .J, (MT)

Ry
ett fullstéindigt ortogonalsystem i det viktade rummet L2(0, Ry),
och for n = 0 géller detsamma for J, )‘R—’“gr) om vi tillfogar

den konstanta funktionen 1. Detta framgar av BETA 12.4
sid 276, (ii) resp. (iii), som #ven ger normeringskonstanter-
na. Vart n motsvarar p i BETA, med vérdena 2 resp. 0, och
c i (ii) har vérdet 0.

Vi far darfor i fallet n = 2

ary = — )\22 /ROTQJ ET rdr
RO, - 4 ()2 o “\ Ry

for k=1,2,.... I fallet n =0 har man

1 (R

_ 3
=5 rdr
0 /0

«

och

ary = T —7r | rar
TR (w0 S P\ Ro



for k =1,2,.... Svaret pa uppgiften blir

- Ak0 ) CAKO
u(r,0,t) = a+ aro J; (—r cos ——t
( ) 3:1 k0 Jo R e

- Ak2 CAk2
E Jo | = 20 —t
+ 2 ara Jo <Ro r) cos 20 cos Ry

med ovanstaende véarden pa o« och ayg och ags.



