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Introduktion till distributionsteorin

Peter Sjogren

1 Inledning

Heaviside-funktionen definieras som H = X(p,o0), alltsd med véirdena 1 pa
den positiva halvaxeln, 0 pa den negativa. Man pastar ofta att dess derivata
skulle vara Dirac-funktionen 9, som ju inte existerar men ska ha egenskapen
att [ 0(x)¢(x)dr = ¢(0) for alla kontinuerliga funktioner ¢. Motiveringen
ar foljande partialintegration:

/H'gbdm - —/Hgb’ dz = — /OOO ¢ dx = ¢(0) = /5(x)¢(x) dz.

Har ar den forsta likheten niarmast en forhoppning. For att slippa utinte-
grerade termer forutsitter vi att funktionen ¢ ar 0 langt borta, dvs. att
den dr 0 utanfor ett begrdnsat intervall. Dessutom bor ¢ ha en kontinuerlig
derivata.

Lat oss ga vidare med dessa glada kalkyler och fraga efter andraderivatan
H”  som bor sammanfalla med §’. Tva partialintegrationer, och en tredje pa
slutet, borde nu ge

/H”gbdx = /H¢”dx = /Ooo ¢" dx

= —¢/(0) = —/5(:1:)¢’(x) dr = /5'(:17)¢($) dz.

Héar bor vi lagga till att ¢ nu skall ha tva kontinuerliga derivator.

Allt detta &ar forstas meningslost, sa som det star hiar. Men kan vi ge det
mening? Om H’', H”, ¢ och ¢ finns, kan de inte ges av punktvisa vérden,
de &r inte funktioner. Men ovanstaende tyder pa att de kan “integreras” mot
snilla funktioner ¢. Fast nagra riktiga integraler ar det ju inte, sa det &r



béttre att siga att de verkar pa snilla funktioner, eller att de testas mot
dem. Vi ska alltsa tdnka oss objekt som producerar ett tal da de verkar pa
en snill funktion. Ett sadant objekt dr ju en avbildning av nagon mangd
av snélla funktioner, kallade testfunktioner, in i méingden av (reella eller
komplexa) tal. Observera att den avbildningen blir linjér, alla uttryck ovan
ar ju linjéra i ¢.

2 Testfunktioner

Vi borjar darfor med att infora de testfunktioner vi skall anvinda. Antalet
derivator som behovs dr svart att forutsiga, sa det dr bast att ta funktioner
med derivator av alla ordningar.

Definition. Rummet av testfunktioner C§° eller C°(R) bestir av de funk-
tioner ¢ pa R vars derivator ¢"™ av alla ordningar m existerar och dr konti-
nuerliga, och som har egenskapen att ¢ = 0 utanfér nagot begrinsat intervall.

Da blir den forsta fragan: finns sadana funktioner, utéver O-funktionen? Kan
en funktion vara 0 pa ena sidan om en punkt men nollskild pa andra sidan,
och dnda ha odndligt manga kontinuerliga derivator? Polynomuttryck av
typ o for > 0 fortsatt med O till viinster, alltsd 2V H(z), har manga, men
inte osindligt manga, derivator. Men funktionen ¢ (z) = ¢~= H(z) har denna
egenskap. Genom att derivera ¢ upprepade ganger ser vi ndmligen att varje
derivata av ¢ for x > 0 dr av formen

polynom _:
oM

for nagot naturhgt tal M. Nara 0 kan beloppet av detta uttryck uppskattas
med konst - z7Me" =, som har gransvirde 0 da x — 0. (Byt ut x mot ¢t = 1/x,
dir t — oo, s& far man tMe~* som gir mot 0.) Det betyder att alla derivator
av 1 ar kontinuerliga med vérdet 0 i 0.

Med hjélp av denna @ kan vi bilda manga testfunktioner, t.ex. ¢(x) =
¥(x — a)(b — x) som ar positiv i intervallet (a,b) men 0 utanfor.

For att ge en korrekt definition av distributioner, maste vi ocksa infora ett
(ganska restriktivt) konvergensbegrepp for testfunktioner, men det kan man
hoppa &ver till att borja med. Om ¢ och ¢;, j =1,2,..., dr testfunktioner,



skall ¢; — ¢ betyda att ¢ och alla ¢; dr 0 utanfor ett och samma begrinsade
intervall I, att ¢; — ¢ likformigt i I och att pa samma sétt

6, d"o

dx™ dx™

likformigt i I, for alla m.

3 Definition av distributioner. Exempel

Definition. En distribution u ar en linjar avbildning ¢ — ul¢] av C§° in i R
eller C, som dr kontinuerlig i den meningen att ¢p; — ¢ medfor u[p;] — u[¢],
ddr ¢; och ¢ dr testfunktioner.

Att u ar linjar betyder forstas att

ulay @1 + asps] = aruf[o1] + asulps]

for alla testfunktioner ¢ och ¢5 och alla skalérer a;, as. Kontinuitetsvillkoret
ar i allménhet trivialt uppfyllt for de distributioner man sysslar med och
vallar sdllan problem i praktiken.

Vi ger ett flertal exempel pa distributioner.

Ex. 1 -
ulgp] = / ¢(x)dz, dvs. u=H;
0
Ex. 2
ulp] = ¢(0) dvs u = 0;
Ex. 3
u[¢] = ¢(a), a€R, dvs U = Og;
Ex. 4
ulg] = ¢'(b), bER;
Ex. 5



Ex. 6
ulp] = / f(x)o(x) dx, f en kontinuerlig funktion;

Ex. 7
ulg] :/ sinx ¢(x) dx + 2¢ (%) +/0 %gf)(w) dx;
Ex. 8 -
ulg] = 6P (k);
Ex. 9 -
gl = 2o,

For att se att dessa u ar distributioner enligt definitionen observerar vi forst
att alla integraler och summor ovan konvergerar, eftersom ¢ dr 0 utanfor ett
begrdnsat intervall. Speciellt &r summan i Ex. 8 i sjilva verket dndlig. I
Ex. 9 konvergerar summan eftersom koefficienterna avtar snabbt och ¢ ar
begransad. Att alla w ar linjara &r klart. Kontinuitetsvillkoret kan ocksa
visas vara uppfyllt.

I Ex. 3 4r d, ett translat av Diracdistributionen fran Ex. 2; i Follands bok!
betecknas detta d(z — a). Denna distribution beskrivs ocksa som en punkt-
massa 1 a.

Observera att Ex. 1, 5 och 6 dr distributioner som ges av en integral av
testfunktionen multiplicerad med nagon fix funktion. Da siger man att dist-
ributionen dr denna funktion. Varje lokalt integrerbar funktion kan pa detta
sétt ses som en distribution. (Lokalt integrerbar betyder att [, [f ()| dz < oo
for vaje begransat intervall 1.) Men de 6vriga exemplen &r inte av detta slag.
Podngen med distributioner ar just att man far en utvidgning av funktions-
begreppet. For de flesta distributioner &r det alltsd meningslost att fraga
efter virdet i en punkt. Allt en distribution kan gora ir att verka pa
testfunktioner.

1G.B. Folland: Fourier analysis and its applications, Wadsworth & Cole 1992



4 Derivering

For att se hur man bor definiera derivatan av en distribution latsas vi att den
ges av integration mot en deriverbar funktion. Da skulle en partialintegration
ge formeln i féljande definition.

Definition. Om u dr en distribution, dr dess derivata v den distribution
som ges av att

u'[¢] = —ul¢']
for alla testfunktioner ¢.

Vi ser alltsa att detta utvidgar det vanliga derivatabegreppet. Det dr latt att
verifiera att v’ verkligen blir en distribution, och detsamma géller da dven wu:s
derivator av hogre ordning. Nagot problem med deriverbarhet finns alltsa
inte hér, en distribution kan deriveras ett obegransat antal ganger.

Nu kan vi verifiera det vi gissade oss till i inledningen. Derivatan av distri-
butionen H fran Ex. 1 ges enligt definitionen av

ol =—H) =~ | &/ do=0(0) = 8lo],
0
s& att mycket riktigt H' = 9. Vi far da ocksa
H"[¢] = —H'[¢f] = =6[¢'] = —¢/(0) = &'[¢].

Man kan fortsitta med §”[¢] = ¢"(0) och med 0. [¢] = —¢'(a).

Vi tar ett lite allmidnnare exempel.

Exempel 1. Anta att funktionen u &r styckvis glatt pa R, med indel-
ningspunkter rg < x; < ... < x;. Da har u derivata i vanlig mening mellan
indelningspunkterna men kan ha sprangdiskontinuiteter i indelningspunk-
terna. Vi kan uppfatta u som en distribution. Vad blir dess derivata i distri-
butionsmening? (Ett specialfall av detta 4r u = H med derivata v’ = § enligt
ovan.) Ta en testfunktion ¢. Vi kan anta att ¢ = 0 i intervallen (—oo, |
och [z, 00), for om inte s& kan vi ldgga till indelningspunkter och numrera
om. Genom att partialintegrera i intervallen mellan indelningspunkterna far



vi

w6 ==ulo) =~ [ u@de)de ==Y [ ul)ea)da
= = >l )o(e) — ulrya oG+ Y [ @)

I summan av termerna med index 7 — 1 byter vi ut j — 1 mot m och far
anzo w(zym+)o(ry). 1 denna summa spelar det ingen roll om vi tar med
termerna med m = 0 och m = k eller inte, eftersom vi har sett till att ¢ &r 0
i g och xj. I summan av termerna med index j byter vi bara ut j mot m.
Resultatet blir

k

W) = 3 lulent) = ulen-olan) + [ (@)o() dr
m=0
Lagg mirke till att den sista termen motsvarar den punktvisa derivatan av
u, verkande pa ¢. Vi kan skriva denna formel kortare som

distributionsderivatan v’
k
=Y [w(@m+) — w(xm—)]ds,, + punktvisa derivatan «'. (1)
m=0
Faktorn w(z,+) — u(z,—) ar ju spranget i punkten z,,. Detta siger alltsa
att varje diskontinuitet ger ett tillskott till distributionsderivatan som ar en
punktmassa i sprangpunkten, lika stor som spranget.

5 Det flerdimensionella fallet

Detta avsnitt blir kort, eftersom utvidgningen till distributioner i R™ ar helt
analog med det 1-dimensionella fallet. Det ricker att siga att testfunk-
tionerna skall ha kontinuerliga partiella derivator av alla ordningar, och att
de skall vara 0 utanfér nagon begransad méngd. Definitionen av partiella
derivator av distributioner blir

ou 0o

ol = —u [ 2|

8xk 8xk

Det dr latt att verifiera att partiella derivator av hogre ordning sdsom du/0zy0z;
da alltid blir oberoende av derivationsordningen.
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6 Multiplikation och faltning

Vi skall definiera dessa tva operationer, dar den ena faktorn kommer att vara
en funktion och den andra en distribution u. For bada operationerna vigleds
vi av det enkla fallet da u &r en funktion.

Om f ar en (lamplig) funktion, och distributionen u rakar vara en funktion,
kan vi uppfatta produkten fu, dvs. funktionen f(x)u(z), som en distribution,
med verkan

(fu)ld] = / f(@)u(@)é(x) de

pa testfunktionen ¢. I integralen hér skriver vi faktorerna i ordningen wu f¢.
Anta nu att f ar odndligt deriverbar, och observera att produkten f¢ da ar en
testfunktion. Integralen &r alltsa u[f¢], verkan av u pa denna testfunktion.
Detta leder oss till féljande definition.

Definition. Om u dr en distribution och f en odndligt deriverbar funktion,
ar produkten fu den distribution som verkar pd testfunktionen ¢ genom

(fw)ld] = ulfg].
Det &r latt att se att fu da faktiskt blir en distribution.

Vi ger tva exempel. Lat forst u = d,, som ger

(fda)[9] = dalfd] = f(a)p(a) = f(a)da[¢],
sa att fo, = f(a)d,. Exemplet xd’ dr inte lika intuitivt; man far
(zd)[¢] = 0'[zd(2)] = —0[(zd())] = —(x¢(2))’| =0
= —(¢(2) + 2¢'(2))]s=0 = —¢(0) = =4[]
och alltsa xd’ = —0.

Vi skall nu definiera faltningen (konvolutionen) av en distribution u och en
testfunktion 1, och tanker aterigen pa fallet da u &r en funktion. Da blir
faltningen funktionen

wxp(z) = / w(y)pz — ) dy.



Den naturliga sittet att ge mening at denna integral for en godtycklig distri-
bution u ar att lata u verka pa funktionen y — ¢ (x — y), vilket som resultat
ger en funktion av z. I féljande definition skriver vi denna verkan pa tva
satt.

Definition. Om u dr en distribution och ¢ en testfunktion, dr u x 1 den
funktion vars virde i punkten x dr

ulp(z — )] = uy[¢(z —y)].
Indexet y pa v anger har att u:s verkan skall tas i variabeln y.

Ett exempel ar d, * ¢ (x) = 6,[¢(z — .)] = ¢¥(x — a), som &r ett translat av 1.
Fallet a = 0 ger speciellt att § x ¢ = v for alla testfunktioner ¢. Ett annat
exempel ges av

' xp(x) = (e — )] = —5-v(@ —y)|,_, = ¥'(2),

sa att &' x 1 =,

7 Konvergens for distributioner

Definition. En filjd (u;)$2, av distributioner siges konvergera svagt, eller
i distributionsmening, mot distributionen u om u;[¢] — u[p] dd j — oo for
varje testfunktion ¢.

Motsvarande definition géller for en familj av distributioner indexerade med
en kontinuerlig parameter, t.ex. u. da ¢ — 0.

Ett exempel: om a; ar reella tal och a; — a, sa har man svag konvergens
6(1]' - 5(17 ty
0a;[¢] = P(a;) — ¢(a) = da[¢].

Ett annat, viktigt exempel ar féljande.

Exempel 2. Lat g vara en funktion pa R med integral [ g(z)dx = 1. For
enkelhets skull antar vi ocksa att g ar kontinuerlig, att g > 0 och att g ar 0
utanfor ett intervall (—A, A), men detta kan forsvagas. Sétt nu



for ¢ > 0. Ligg marke till att integralen behaller sitt vérde, [ g.(z)dz =1,
och att g. for sma e-virden blir alltmer hoptryckt till en liten omgivning av 0
men dér tar desto storre virden (en “spik”). Darfor dr det inte Gverraskande
att g. som distribution konvergerar svagt mot 6 da e — 0. For att visa detta
tar vi en testfunktion ¢ och skriver

A

g:1¢] — 6(0) = / g:(2)[b(z) — $(0)] di = / 9()[é(ey) — H(0)] dy,

—A

andra steget hiar med variabeltransformationen x = ey, dxr = edy. Absolut-
beloppet av den sista integralen kan vi uppskatta med

/ o)l dy sup 16(z) — H(0)],

—A |2|<eA

och pga. den andra faktorn gar detta mot 0 da ¢ — 0. Detta visar distribu-
tionskonvergensen g. — 9.

Foljande resultat visar att svag konvergens foljer av flera andra slag av kon-
vergens, sa att termen dr motiverad.

Sats 1. (a) Om en funktionsfoljd (f;) av kontinuerliga funktioner pa R kon-
vergerar punktvis mot en funktion f och konvergensen dr likformig pd varje
begrinsat intervall, si konvergerar f; svagt mot f.

(b) Samma slutsats géller om f; tillhér L* pd varje begrinsat intervall och
dir konvergerar mot f i L?>-mening.

Bevis: I bada fallen skall det visas att integralerna [ f;j¢ da konvergerar
mot [ fodx, om ¢ dr en testfunktion. Men detta f5ljer pga. likformigheten
i (a) och ur L*-konvergensen i (b) via Cauchy-Schwarz olikhet tillimpad pa

[(f; = fodz. O

En av distributionskalkylens manga fordelar dr att man alltid kan kasta om
ordningen mellan derivation och gransévergang:

Sats 2. Om (u;) dr en foljd av distributioner pd R och u; — u svagt, sd har
man ocksd att u; — u' svagt. Motsvarande gdller for distributioner i R"™ och

partiella derivator.

Beviset dr enkelt: Som vanligt tar vi en testfunktion ¢ och far i R-fallet

uj[0] = —ul'] — —ul¢] = w'[g].



8 Distributioner och Fourierserier

En distribution u pa R kallas T-periodisk om u[¢] inte dndras da testfunk-
tionen ¢ ersitts med sitt T-translat, alltsa u[p] = u[p(. — T')]. Vi skall se
att varje 2m-periodisk distribution kan utvecklas i en svagt konvergent Fouri-
erserie.

Forst visar vi att en given Fourierserie ) ¢, €™ konvergerar svagt sa snart
koefficienterna inte vaxer alltfor hiaftigt. Anta att koefficienterna c,, har hégst
polynomiell tillvixt, dvs. att

cn| < konst - |n|V, n #0,
for nagot N och nagon konstant. Med m = N + 2 far vi da

Cn konst

(in)™

inT

) n # 0.

n2

Eftersom hogerleden hér bildar termerna i en konvergent serie, ger Weier-
strass majorantsats (M-test) att > (Z.f#emz konvergerar likformigt pa
hela linjen, mot en funktion som vi kallar v, och som blir kontinuerlig och

2m-periodisk. Da konvergerar alltsa partialsummorna

. Cn nx
UN = Z (Zn)m €

0<|n|<N

likformigt, och darmed ocksa svagt, mot v. Denna adndliga summa kan vi
derivera termvis, m ganger, och fa

(m) _ inx
Uy = Cp € s
0<|n|<N

i savdl vanlig mening som distributionsmening. Upprepad anvidndning av
Sats 2 ger att U]((;n) konvergerar svagt mot distributionen v(™ (som i allmiinhet
inte kommer att vara en funktion). Nu kan vi ta med den uteldmnade 0-
termen och se att den givna seriens partialsummor

Z cn €™ = co + v](;n)

In|<N

konvergerar mot distributionen cy + v™. Ligg mirke till att dessa partial-
summor och dirmed ocksa ¢y + v &r 2r-periodiska.

Vi har visat del (a) av foljande sats.

10



Sats 3. (Theorem 9.6 sid. 322 i Follands bok)
(a) Om koefficienterna ¢, har hégst polynomiell tillvizt, konvergerar serien
>0 €™ svagt mot en 2m-periodisk distribution.

(b) Omwint kan varje 2m-periodisk distribution utvecklas somwu =Y"" _ cpe
dir serien konvergerar svagt och c, vaxer hogst polynomiellt.

Folland glémmer i sin formulering att ange att perioden &r 2.
Vi avstar fran att bevisa (b). Satsen kan enkelt generaliseras till det 7-
periodiska fallet.

Som exempel kan vi vilja ¢, = 1 och fi serien > e™* som uppenbarligen
inte konvergerar punktvis. Mot vilken distribution konvergerar den svagt?

Vi skriver om serien som

Z mzlJFQZCosnx—lJrQZ d sinnx _1+2%281nnn$- )

Nar vi hér i sista steget flyttar ut derivationen, ar det fraga om distributions-
derivatan, och det ar Sats 2 som tillater detta.

Den sista summan i (2) kéinner vi igen som Fourierserien for funktionen f5 i
tabellen i Follands bok, sa att

o0 .
sin nx
22 - =7 —ux, 0 <z <27,

Hogerledet hir kan fortséttas till en styckvis glatt 2m-periodisk funktion,
med sprang i alla heltalsmultipler av 27, och da géller likheten i alla 6vriga
punkter pad R. Vi har ocksd L?-konvergens i [0,27] och i varje begrinsat
intervall, och dérmed ocksé svag konvergens enligt Sats 1(b). Likheten géller
alltsa i distributionsmening, och &ven distributionsderivatorna av bada leden
stimmer Overens. Hogerledets derivata far vi da ur Exempel 1. Mellan
sprangpunkterna dr derivatan av hogerledet —1, och alla sprangen har storlek
27, Formeln (1) ger da att

d
2@2 Slnn’I'LZE - Z 52Wk 1

k=—o00

i distributionsmening. Kombinerat med (2) ger detta som resultat att

o0

Z e = o Z Sonk, (3)

n=-—o00 k=—o00

11



i distributionsmening men givetvis inte punktvis.

Efter detta undrar man: kunde vi ha hérlett den vackra formeln (3) genom
att utga fran summan i hogerledet och utveckla den i Fourierserie? Vi sitter
da Oper = D po . O2mk, eftersom denna summa kan ses som en periodisering
av distributionen 4. Om man férsdker med den vanliga formeln for Fouri-
erkoefficienterna, skulle man fa

1 T

Cp = —
2 J_,

Sper(z)e™ " dux.

Observera att denna formel formellt dr meningslds; distributionen dpe, kan
inte integreras over ett intervall pa detta sitt. Anda dr det frestande att
tanka sig att integralen fangar upp bara den punktmassa i dpe, som faller
inom intervallet (—, ), alltsa dp = J. De 6vriga punktmassorna i d,, ligger
ju langt fran intervallet och bér inte ge nagot bidrag till integralen. Denna
naiva tanke ger rétt resultat enligt (3), ¢, = 1/(27) {or alla n.

I standardfallet, ndr man har en 2m-periodisk funktion och anvinder samma
formel for dess Fourierkoefficienter, kan man ju vélja att integrera over vilket
intervall av lingd 27 man vill. Detta gar ocksa i detta fall, med samma
intuitiva resultat, utom att man maste undvika att vilja ett intervall med
andpunkter dir d,e, har sina masspunkter, sasom (0,27). D& blir det ném-
ligen hogst tveksamt hur integralen bor tolkas.

Vi papekar att man i ovanstaende kan véilja en periodlangd 7' i stillet for 27

och fa -

- 6Tk — l ei%”mc7
2. =g 2

k=—o00 n=-—0o

som &r en generalisering av (3). Vénsterledet har kallas ett impulstag och
férekommer i samband med dynamiska system.

9 Distributioner och Fouriertransformer

Vi fragar oss vad Fouriertransformen av en distribution u bor vara. Om u
rikar vara en distribution i L'(RR), blir 4 en begrinsad funktion som vi kan

12



betrakta som en distribution. Verkan av @ pa en testfunktion ¢ &r i det fallet

[a©oterde= [ [ e asoie)ag
— [uta) [ o) dedr = [ utwyite) ds

sa att R
a[g] = ulg]. (4)

Det ligger néra till hands att anvinda denna likhet for att definiera u for alla
distributioner. Men for att hogerledet u[¢] skall vara definierat krivs da att ¢
ar en testfunktion. Men det &r den inte. (Anledningen dr att definitionen av
(/5(5 ) kan utvidgas till komplexa £ och man far en analytisk funktion i hela det
komplexa &-planet. Men en testfunktion skall vara 0 pa stora delar av reella
axeln, och det skulle tvinga denna analytiska funktion att vara identiskt 0.)
Vi ska se att qAb dnda har manga bra egenskaper, om ¢ dr en testfunktion. Alla
dess derivator existerar, eftersom (id/d¢)™¢ for varje m &r Fouriertransfor-
men av den integrabla funktionen 2™¢(z) och darfor en begriansad, kontin-
uerlig funktion. Vidare &r (i€)*(id/d€)™¢ for varje k Fouriertransformen av
den integrabla funktionen (d/dz)*(z™¢(z)) och diirmed begriinsad och kon-
tinuerlig. Detta sidger att varje derivata av g5 ar kontinuerlig och dessutom
avtar atminstone som |£|7% i oéindligheten, for varje k.

For att vi ska kunna anvinda (4) som definition av 4 maste u véljas ur en
delméngd av distributioner for vilka u[¢f] alltid existerar. Det innebér att u
maste kunna verka pa en klass S av funktioner som utdver testfunktionerna

inehaller alla deras Fouriertransformer ¢, och som vi nu infér.

Definition. Schwartz-rummet S bestdr av alla funktioner ¢ definierade och
oindligt deriverbara pi hela R och sdidana att |x|F !ij—f! ar begrinsad pa R

for alla naturliga tal k och m.

Funktionerna i S kallas Schwartzfunktioner, ibland ocksa snabbt avtagande
funktioner. Alla testfunktioner tillhor S. Ett exempel pa en funktion i S
som inte &r en testfunktion ir ¢(z) = e~*, dir a > 0.

Vad resonemanget ovan visade var att ngﬁ € S om ¢ ar en testfunktion. Genom
att granska resonemanget ser man att det fungerar d&ven om man bara antar
att ¢ € §. Slutsatsen blir alltsa att Fouriertransformen avbildar Schwartz-
funktioner pa Schwartzfunktioner.
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For dessa funktioner géller inversionsformeln. Eftersom den formeln séger att
inversen F~! ges av nistan samma uttryck som Fouriertransformen sjélv, ser
vi pa samma siitt att u € S medfér F~'u € S. Vi har didrmed visat féljande
resultat.

Sats 4. Fouriertransformen dr en bijektion S — S.

Konvergens ¢ S definieras genom att ¢; — ¢ skall betyda inte bara likformig
konvergens, utan likformig konvergens aven for alla derivator och dven efter
multiplikation med en faktor z*, alltsa att
d™o,; dm
2 P, pd"o

— T
dx™ dx™

likformigt pa R, for alla k och m.

Nu kan vi definiera de distributioner som verkar pa alla Schwartzfunktioner.

Definition. En tempererad distribution dr en linjdr avbildning v av S in
i R eller C, som dr kontinuerlig i den meningen att ¢; — ¢ t S medfér

ulg;] — ulg].

Kontinuitetsegenskapen har vallar sdllan nagra problem i praktiken. Den kan
ekvivalent uttryckas med en olikhet, se formel (9.25) i Follands bok.

Vi observerar att alla tempererade distributioner dr distributioner. De ar
ju definierade pa Schwartzrummet S, som innehaller alla testfunktioner.
Omvéant &r merparten av de distributioner man sysslar med tempererade,
men inte alla. Om vi tittar pa de nio distributionerna i avsnitt 3, ar det
enkelt att se att de i Ex. 1-4, 7 och 9 &r tempererade. Det gar namligen bra
att lata dem verka pa Schwartz-funktioner, man far inga konvergensproblem
i odndligheten. Men distributionen i Ex. 5, dr inte tempererad eftersom inte-
gralen inte konvergerar for alla funktioner i S; deras polynomiella avtagande
ar har inte tillrdckligt. T Ex. 6 hdnger det pa vilken kontinuerlig funktion f
man tar. Distributionen i Ex. 8 &r inte temperererad, eftersom man kan visa
att summan inte konvergerar for alla Schwartzfunktioner.

Nu kan vi definiera Fouriertransformen av en tempererad distribution genom
formeln (4). Den blir da ocksa en tempererad distribution.

Hér bor man varna for ett elakartat tryckfel i Follands bok. Folland anvéinder
F f6r vart u i detta sammanhang, men skriver omvéxlande F och f. Alla f
i formlerna pa sidorna 333 och 334 skall vara F'.
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Vi kan skriva om (4) som

a[F 9] = ulg]
och eftersom gg ar en godtycklig Schwartzfunktion kan vi ta bort hatten 6ver
¢ och fa att u[¢] = 4[F '¢]. Man kan alltsa aterfa u ur 4, och vi kan ersiitta

@ med u och uw med F~'u. Resultatet blir att den inversa Fouriertransformen
av en tempererad distribution ges av

(Fu)[g] = ulFg].

Vi ger nagra exempel. Fér 6, far vi 8,[¢] = 6,[¢] = é(a) = [¢(x)e " dx, s&
att N A

0, = "%,

Denna distribution ar alltsa en funktion. Speciellt ar 6=1. Fouriertransfor-
men av funktionen 1 kan fas pa flera sitt, exempelvis genom 1[¢] = 1[¢] =

fgzg(x) dx = 2m¢(0), det sista enligt inversionsformeln Detta innebér att
1 = 276, Pa samma siitt far man ei*[¢] = e[ = [e*o(x)dr = 2m¢(a),
si att eiar — 270,

Formlerna som kombinerar derivator och Fouriertransformer

=i&u och 1—1U = TU

giller utan nagra inskriankningar for tempererade distributioner. (Hér ar det
underforstatt att « och £ dr variabeln for u resp. @.) Detta visar man enkelt
ur definitionen.

Med konvergens u; — w for tempererade distributioner menar man att
uj[@] — ulg] for alla Schwartzfunktioner. I Follands bok kallas detta tem-
perate convergence. Det foljer litt att u; — u medfor @; — @ och Flu; —
F~lu. Detta konvergensbegrepp innebir ett nigot starkare krav in svag
konvergens, eftersom man testar mot alla ¢ 1 S.

Vi avslutar detta avsnitt med att bestimma Fouriertransformen av den pe-
riodiserade Diracdistributionen Oper = D pe o O2np fran avsnitt 8. Dér sag vi
att Oper = 27r ZO:_OO e Om vi Fouriertransformerar denna likhet termvis,
far vi enligt exemplen ovan



(For att verifiera att serierna konvergerar som tempererade distributioner
sa att denna mandver ar tillaten, observerar vi att serierna Z;ifoo Oari OCh
> 0, konvergerar som tempererade distributioner, pga. Schwartzfunk-
tionernas snabba avtagande. Genom att ta invers Fouriertransform ser man
att dven > 2 e konvergerar pa samma sétt.)

Later vi vinster- och hogerleden i (5) verka pa en godtycklig Schwartzfunk-

tion ¢, far vi
o0

Y o@rk) = é(n),

k=—o00 n=-—o00

som kallas Poissons summationsformel. Den kan visas gélla for betydligt fler
funktioner d4n de i S.
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