Extra ovningsuppgifter i Fourieranalys, 2012/13

Hir betyder 6 Heavisidefunktionen, dven betecknad H eller x(o,oc). Om E ér en mingd, dr x () den karakteris-
tiska funktionen for F, alltsd den funktion som ir 1 dd € E och 0 annars.

1. Funktionen f(z) #r 2-periodisk, och f(z) = (z + 1)? fér —1 < x < 1. Utveckla f(x) i komplex
trigonometrisk Fourierserie. Sok en 2-periodisk 18sning till ekvationen

20" =y —y = fla).
2. Funktionen f(t) dr 3-periodisk, och

t for 0<t<1,
f)=9 1 for 1<t<2,
3—t for 2<t<3.

Bestidm, i form av en trigonometrisk Fourierserie, en periodisk 16sning till differentialekvationen
y' +3y = f(t).

3. Utveckla funktionen cos x i sinusserie pé intervallet (0, 7). Anvénd resultatet for att berikna

2 (a1

n=1
4, Lét f(t) =1 — 2 for |t| < 1 och 14t f vara 2-periodisk. Bestim en begrinsad 16sning till

ou  0%u
a:@, $>0,—Oo<t<00,

u(0,t) = f(t), —oo <t < o0.

5. Los Laplaces ekvation Au = ... + r~lu, +r2ugg =01 cirkelringen 1 < r < 2 (poléra koordinater) med
randvillkoren u(1,0) = 0,u(2,0) = f(6), dér f(6) dr 2m-periodisk, och

2

o= .
f(ﬁ)zl—ﬁ for |0] <.

6. Fouriertransformera
t b 1 t
Verar YErer Y@rn@tats)
d) e=*lsinbt  (a > 0,b > 0).

7. Funktionen f(t) har Fouriertransformen f(w) = 117- Berikna
o [t b0,
. . 1 — 4w sinw . o0 5
8. Funktionen f(t) har Fouriertransformen T . Berikna |f(®)|dt.
w w oo

9. Berikna / SlLdm med hjilp av Fouriertransform.
oo T(x2 4+ 1)

1 (o]
10. Funktionen f(¢) har Fouriertransformen m Berikna / |f * f'|?dt, dir * betyder faltning.
w —0o0
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Ange Fouriertransformen till funktionen

Berikna a) / f(t)costdt, b) / (t)|?dt.

oo

Lat f(t) / Vwe” coswtdw. Berakna/ |f(t)|?dt.

— 00

Bestidm en 16sning till ekvationen
t
W (1) + 2u(t) + 2t / 2T u(r)dr = 5(8).

Los integralekvationen

) 0
/ e Tu(t —T)dr — / eTu(t — 7)dr = V3u(t) —

0 —00
Bestdm en 16sning till ekvationen

u(t) + /t e""tu(r)dr = e 2,

— 00

For ett linjart, tidsinvariant system géller att insignalen 5 ger upphov till utsignalen —————. Berikna

1+t (4 +12)2
impulssvaret och svaret pa coswt. Ar systemet kausalt? Ar det stabilt?
Ett linjért, tidsinvariant system har impulssvaret h(t) = e~ Lat y(t) vara svaret pa insignalen et
o0

Berikna / et h(t)y(t)dt.

For ett linjirt, tidsinvariant system giller att insignalen 5 ger upphov till utsignalen e~2" . Berikna

4+t
utsignalen (i form av en komplex Fourierserie), dé insignalen dr impulstaget
(oo}
> [26(t —2n) = 6(t — 20— 1)].

Lat 2(n) vara N-periodisk, och

1, dd 0<n<k-—1,
0, dd k<n<N-1

z(n) =

Berikna den diskreta Fouriertransformen av = och anviand Parsevals formel for att berdkna
2mpk
Z 1 — cos 1 —cos =7+
1— 2## .

COs =

Bestéim den diskreta Fouriertransformen till signalen (sekvensen) x(n) = sin
x(n) N-periodisk.

Wﬂ, n=0,...,N—1,och

sin

Visa att funktionerna ¢, (z) = —=2 €™ &r parvis ortogonala i L2(R). Bestim talen ¢,, s att
T
N
o 1 2
/ ‘72— E cngon(x)‘ dx
P S Sy

minimeras. Ar ortogonalsystemet (¢, ), ¢z fullstindigt?
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1

Bestéim den 16sning y(z) till y” — y = 0 som minimerar / [1+ 2 —y(x)]da.
-1

Bestdm samtliga egenvirden och egenfunktioner till Sturm-Liouville-problemet

"+ Af=0, 0<z<a,
f(0) = f(0) =0, f(a)+2f(a)=0.

Bestidm samtliga egenvirden och egenfunktioner till Sturm-Liouville-problemet

d du
_ —4x 4z _
e da:(e dm) A, 0<z<l,

u(0) =0, u'(1) =0.

—2x

Utveckla funktionen e i Fourierserie m.a.p. egenfunktionerna.

Los problemet

0?u  9*u

—+ = 0 2,0 1
8x2+8y2 Y, <rx<2,0<y<l,
u(z,0) =0, u(z,1) =0,

u(0,y) =y —y3, u(2,y)=0.

Los problemet

%u  Ou
l1+t—=—, 0 1,t>0
+ 022 at’ <zr<L,t>0,
u(0,t) =1, u(1,t) =0,

w(x,0) =1 — 22

Los problemet

Uy, + Uy, +20u=0, 0<z<1,0<y<l,
u(0,y) = u(l,y) =0,

u(z,0) =0, u(z,1) = 2% — 2.
Los problemet
0 0?
a—?—a—;gztsinx, 0<x<1,t>0,

u(0,t) = u(1,t) =0,
u(xz,0) = sin 27z,

Los problemet
ou_, o
ot "0z’
u(0,t) =t+1,
u(l,t) =0,
(

u(z,0) =1—u=z.

O<az<1,t>0,

t

)

Los Laplaces ekvation Au = 0 i omradet 0 < 6 < %, 1 < r < 2, (poldra koordinater i planet) med
randvillkoren
u=0forr=1, wu.=0forr=2,

u:Oﬁﬂ:O,u:r—M&&:%

Utveckla funktionen sin(2 sin x) i trigonometrisk Fourierserie (reell form).
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Ett cirkuldrt membran med radie a paverkas av en periodisk yttre kraft ¢ sin wt likformigt fordelad Gver
membranet. For de transversella svingningarna har vi alltsa ekvationen
10%°u  q . _0
u— 2 =9 sinwt, u|p=q=0.
Bestim den stationdra svingningsrorelsen (dvs. en losning av formen wu(r,t) = v(r)sinwt). Vilka &r
resonans(vinkel)frekvenserna?

Los virmeledningsekvationen u;, = Au = V2u i en cylinder med radien b. Andytorna #r isolerade, medan
mantelytan » = b (cylinderkoordinater) lyder avsvalningslagen u + 2u!. = 0. Begynnelsetemperaturen ir
u!f,:o =r2 =224 y2.

a) Bestim en begrinsad 16sning av formen u(r, t) = v(r)e™? till ekvationen

2

Pu 1 0 s du n
7_,7(71 )——u, 0<r<a,
r Or r2

oz or
u(a,t) = et
didr n > 0 4r ett heltal. For vilka virden pa w > 0 finns en sadan 16sning?

b) Lat w vara sadant att 16sningen i a) existerar. Visa hur den kan anvindas for att 16sa

@—lg<r@)—n—2u 0O<r<a,t>0
o2 r or\ or r2 ’ ’
u(a,t) = sinwt, u begrinsad,

u(r,0) =0, ut(r,0) = 0.
Evenutellt forekommande integraler behover inte berdknas.

Los Laplaces ekvation V24 = Oicylindern r = /22 +32 < R, 0 < 2 < L, dd u = 0 for z = 0 och
z = L, ochu = sin Z2(1 — cos %% ) for r = R.

Bestdm det polynom P(x) av hogst andra graden som gér integralen

/ [Vx — P(x)]?e”*da sa liten som mojligt.
0

Bestéim det polynom P(z) av hogst andra graden som gor integralen

/ [z* — P(x)]26712/2d:£ sd liten som mojligt.

Bestéim det polynom P(z) av hogst andra graden som gor integralen

/ [e*/* — P(x))2ze " dx s liten som méjligt.
0

Bestim det polynom av formen P(z) = 2 + ax? + bz + c for vilket
1

/ [P(x)]?dx dr sa litet som mjligt.

0
Vi u/lp @dr = 2 32 ) vadi /113 (2)da?
isaa 2 Pop (z)dx = < . Vadblir | xPy41(x)dz?
; 2 3\ma1 ; 2m+1
Berikna, t.ex. med hjilp av den genererande funktionen, H),(0), dir H,, ir Hermites polynom.

Visa foljande formel for Laguerrepolynomen LS (x), dér o > —1:

d a «a
%Ln+1(x) = _Ln+1(x)'

Ledning: Anvind den genererande funktionen.

Los Laplaces ekvation Au = 0 i omradet 22 + y? + 22 < R? med randvillkoret u = z(z? + y?) da
22 +y? + 2% = R2.



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Los Laplaces ekvation Ay, = 0 i omridet 0 < a < r < b (sfiriska koordinater' ) med randvillkoren

u=1+cosf, dar=a,

u = cos 20, dar=>a.
Sok en begrinsad 16sning till

U = Kgy, —oco<x<oo,t>0,
w(z,0) = (1—222)e ", —o0 <z < .
Los problemet
Uy, +uy, =z, 0<r<1, —00<y< oo,
u,(0,y) =0,
u(l,y) = ye ¥l

L4t f tillhora L2(R.) och sok en 16sning till

@ + @ =0 — <r< O<y<
ax2 ayz - I oo X 007 y a/7
u(z,0) =0, u(z,a) = f(x).
Visa att - -
| ewPars [P

Bestéim en periodisk 16sning till ekvationen y” — ' + y = f'(t), dér

0 for 0<t<1,
t—1 for 1<t<2,

flt) =

och f #r periodisk med period 2. (Med f’(t) avses distributionsderivatan.)

Om funktionen f giller att
-1 for 0<t<1,

f(t) =
1 for 1<t<3,

och att f(t) &r 3-periodisk. Bestim f’(t) (distributionsderivatan) och utveckla f’(¢) i komplex triogonometrisk
Fourierserie. Anvind resultatet for att berikna Fourierserieutvecklingen av f(¢).

Berikna foljande funktion (dvs berdkna summan och uttryck den m.h.a. kidnda funktioner)

> sin(2n — 1)0
1) 221: (Q(n—1)3)

Berikna den komplexa Fourierserien till den 27-periodiska funktion f(x) som &r lika med z(z? — 72) i
[—7, 7]. Vad &r seriens summa i punkterna 27 och 37/2?

Los problemet
um—i-lziutt, O<ax<2,t>0
u(0,t) = 0, u(z,0) = z — 22,
w(2,t) = =2, ur(x,0) =0

1

r=rcos¢sing,y =rsin¢sinb, z = rcosf
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Los foljande Dirichletproblem pa enhetsskivan

Upg +Uyy =0, 7 = Va2 +y2 <1

med u = f paranden r = 1, dir f #r funktionen f(0) = sin? 6 4 cos 6 (i polira koordinater)

Lat .
Qn(z) = jx—n(z”(l —z)"), n=0,1,2,....
Q,, dr ett polynom av grad n.
(a) Bestéim den ledande termen och den konstanta termen i @, (z).
(b) Bestim normen ||Q,, | av Q,,(z) i L(0,1).
(c) Bevisa att Q,, () och @, (z) r ortogonala i L?(0, 1) om n # m.

~

Funktionen f(z) dr kontinuerlig och har Fouriertransformen f (&) = 111(157—552) Bestim f(0) och [ fooo f(z)dx

Bestém lgsningen f(¢), t > 0, till ekvationen

fr) —4f' () + f(t) + 6/0 f(r)dr = 2¢*

med begynnelsevillkor f(0) =1, f/(0) = 0.

Lat u(x, t) vara 1osningen til begynnelsevirdesproblemet

Upp = ClUgy, 1> 0,0<zx<m
u(0,t) = u(m,t) =0,
u(x,0) =0, us(x,0) = g(x)

Bevisa att for ¢ > 0,
| wlatfis < [ gt
0 0
(Ledning: Los uppgiften med variabelseparation).

Foér vilka k kan Du garantera f € C'®), dr

cos(nf)

(@ 16 =Y
0

0 p) =3 0
0

Bestiim den elektrostatiska potentialen ¢(z,y) i omradet D = {(z,y) : —00 < z < 00, 0 < y < 7}, om

potentialen pa randen &r

1, omy =0, och <0,

e(z,y) =14 0, omy =0, och x>0,
0, omy =T.
Undersok hur avbildningen w = i(ll_:zz) avbildar enhetscirkeln |z| = 1 respektive cikelskivan |z| < 1.

Anvind resultatet for att bestimma den elektrostatiska potentialn ¢ (z, y), (z = x + iy) i enhetscirkelskivan

|z| < 1 med randvirdena

P, om |z| =1, x>0, y>0,
SD(fan) =
0, om |z| =1, x <0, ellery <O0.
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z
—z"

Lat T vara triangelomradet med hérn i 0, 1 och 1 + 4. Bestdm bilden av 7" under avbildningen w = 5

Bestim den elektrostatiska potentialen ¢(x,y) i omradet D = {(z,y) : 0 < y < z} om potentialen pa
randen &r

Q, (z,y) € 9D, 22 4+ 92 > r2,

o(r,y) =
B, (z,y)€dD, *4y*<r>

Sok en harmonisk funktion ¢(z,y) i omridet mellan hyperblerna 22 — y?> = 1 och 2% — y? = 4 med
randvirden ¢(z,y) = 2xy pa 22 — y2 = 1 och p(x,y) = 4xy pd 22 — y? = 4.

L4t Q2 vara omrédet mellan cirkeln 2 + (y — 2)? = 1 och x-axeln. Betrakta potentialproblemet

FE+5E=0,  iQ
=0, pa x-axeln,
=1, pacirkeln 22 + (y — 2)? = 1.

zfi\/g

Lét z = x + dy. a) Visa att avbildningen w = i3

avbildar € pa omradet mellan tva cirklar (vilka?).

b) Los dérefter potentialproblemet.

For ett linjért tidsinvariant system ger insignalen 6(t)e 2! upphov till utsignalen t20(t)e 3. Vad blir utsig-
nalen y(¢) om insignalen x(t) dr 27w-periodisk och z(t) = ¢ for 0 < t < 27? Ange y(t) i form av en
komplex Fourierserie.

a) Anviind definitionen av faltning for att berikna F' = f x f, dér f = x(_q,q) f0r nigot a > 0. Man kan hir
ha hjélp av en enkel, endimensionell figur. Rita ocksa grafen for F'.

b) Vad dr Fouriertransformen av denna faltning?

Bestim Fouriertransformen av karakteristiska funktionen for intervallet (a, b), bdde genom direkt berdkning
och via det kiinda fallet (—a, a).

Varning: Att se denna funktion som skillnaden mellan tva translat av Heavisidefunktionen, vars Fourier-
transform gér att hitta i tabell, leder till ett betydligt trassligare uttryck.
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4 2 KN (=D)(A+inT) .. 4 2 &
n#£0 n#0
2 o= 3(1—cos?T) 2nmt
y(t)Z*—Z 2,2 T35y ¢0
9 A (3 — gnin?) 3
co 8 i " sin2 0<z< 7T) Summan blir WQ
S = — —F—— Sin - ). - .
ST R a1 TS 64
2 =AD" /
u(z,t) = 3 + ; (n27)rQ e V2 %cos (mrt — x)
I G D —ny ind
1 “ n ny in
3z _Z:OO @ —gm e

s s
_ 20 e—alvl 2 —alw|
a) 5 b) 2a3(1+a|w|)e

3
c) %67@'(1 — 2isgnw) — %672\0)‘8%) (5 - 2i$gnw)

(—=1)" L1 + inm)

n2(2n?n? +inmw + 1)

d) - 4diabw
(w? 4+ 2bw + a? + b?)(w? — 2bw + a2 + b?)

1

a)i b) —=

) )2\/5

1

2

7(l—e 1)

1

9

A 2

fw) = 17:/5 for 0 < w < 2, 0 for ovrigt. a)g , b 27r<1n3— %)

S@+)

O(t)e 2t cost

u(t) = %e‘t/ﬁﬁ(t) + %eﬂtu — o)

%e‘zlt‘ —te20(t)

1 t
h(t) = gm; z(t) = coswt ger y(t) = %e"“' sinwt; ej kausalt men stabilt.
m o—5/96
26
\/5 Z |:1 _ 1(71)n:| 67n27r2/8+2|n|ﬂ'6in7rt
™ = 2
summan blir k(N — k).
gy sin L
X(p) =Y w(n)e >N = 52—
n—0 COS N COS N

INTE



21. ¢, = .
2n(l—e"2) forn = 0.
Systemet ar ej fullstdndigt.
2sinh 1 2¢1
22. IL coshx + 1,67 sinh x
5sinh2+1 5sinh2 —1
23. Egenvirden: Ay = 1/,3, dir vy, dr de positiva rotterna till ekvationen tan va = 2V32’11.
Egenfunktioner: vy cos vz + sin v,x.
24. \; = 4 — 32, dir 3, #r den positiva roten till ekv. tanh 3 = g; up(z) = e~ sinh fr
An =4+ (2, didr 3, n = 2,3,.. ., ir de positiva rotterna till ekv. tan 3 = g; U, () = e ** sin B,z
= 2VAN VA, + 2(—1)"
e—2$:Z N[ + ( ) ]un(x)
n=1 /Bn(An - 2)
25()1( +2Z(1)n1(h + 7sinhnr(2 — z))
. u(x — — ————~—(sinhnnzx sinhnn(2 — x)) sinnw
Y 6/ y) 3 73 sinh 207 Y
26 U(ZL‘ t) =1—z+ é i #e 3(2k+1)2 2[(144)3/2 1] sm(2k + 1)
' ’ 3 = (2k +1)3
27. u(,y) 8 . sin(v/20 — 72y)
u(z,y) = ——sintr—M————F —
Y w3 sin v/20 — 72
> 1 inh(,/(2k + 1)272 — 20
S L ek 1) SRR E 1P~ 200)
m = (2k +1) sinh /(2k + 1)272 — 20
28. u(z,t) = e 4" ' sin 27z + 27 1%(_1)%1 u L L e
u(z,t) =e sin 27wx + 27 sin 2 g e S e sinnmx
29.
=1
u(z,t) = (E+1)(1—=z)+ 7;1 5.3 (6_2"277% —1)sinnrx =
2 oz 2P =1 Con2xt .
= (t+1>(1_x)+1_8_ﬁ+;n3773e sinnrz
L 22(n+ 3)5(-1 h(n + 1.7l
30. u(r, 0) :Z 2(n 2) 21(2 )7r 1] sinh(n )1:22 sin(n+7)ﬁ nr
= (n+ 3)m((n + 3)2(15)% + 1] sinh(n + 3) 2" In2
31. sin(2sinz) = 2 Z Jok+1(2) sin(2k + 1)x
k=0
2 7 J(er
3. 92 (P ) G,
=)
(&
Resonansfrekvenserna dr € Qq,n, ddr ag n, n = 1,2,.. ., dr Jy:s positiva nollstillen.
a
33. u(r,t) i 8Y%((2 + g)a — 21] —(F)°t g, (akr) dér oy, dr de pos.rotterna till Jo ( )+2 Ji(a)
culrt) = e — ), dira . a)+-ady(a
T L0z (40 + b2).Jo () o\ Rareep ol T
JIn
34, a)v(r) = Jngzg om Jy, (wa) # 0.

m(ez —e 2)e” "l forn £ 0

=0.
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Jn(wr) . > Lot
)smwt—|— E aksm—JN(
a
k=1

AT

b t) = aluael
) u(r?) Jn(wa a

2w @ Qpr 2wa
% = aor T ()P (wa) / "”(‘“’”)J"(S)’"dr< = P ai)JnH(aw)

Med udda index 2m + 1 blir integralen 1/3 for m = 0 och 0 for 6vriga m.

: !
Hék(o) 207 Hék+1(0) :2(_1)k%5 k:O71a

2 3
u= Rz 4+ (2 +* + %)z - 22

5 5
1 4ab a® b3
U(T’79) = W(T 73@*6) +m(ﬁ 77") COSG+
203 5 @’ 9
er(r 7Tf3>(3COS 971)

Akt +1—222 _ .2
U(l’at) = W@ 4kt+1

1, 4 4 [ n coshnzr |
=—(z°=1)+ — d
u(z,y) = ¢(e” = 1) + 7T/0 AT 72 coshy S
Tips: Genom att Fouriertransformera i z-variabeln far man att 16sningens Fouriertransform ges av
. sinh &y »
u(£7 y) - Sinh é-af(g)
Anvind nu Plancherels sats for att fa den sokta olikheten. Losningen kan skrivas som

u(zr,y) = L /OO By F(t)dt.

—t
2a J_s cosh Ll’a ) 4 cos ™

y(t) — Z nm— Z(l — (_1)71) einﬂ't

2nm(n?m2 — 1+ inw)

i
- <9 .
Fiy=2 Y [6(t—3n—1)=6(t—3n)]= Y g(e—m% — 1)ein
T o
1 > €_in2‘77r —1 . on
)= = -~ int
1) 3 + Z nm €’
n=-—oo
n#0

f(0) = —%(362 — %6),om 6 > 0 och f(#) = —f(—6) om 6 > 0.
12y ETsm@n) g regp 3m3.

22 00 . 2k+1)m
u(z,t) = -5+ 857 m cos((2k + 1)mt) sin(* 3 )

10

>, dir oy, dr de positiva nollstillena till .J,, (), och
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u(z,y) = 2(y* —2%) + = + S elleru(r,0) = —2r% cos 20 + r cos @ + 1 (i polirkoordinater).

(a) ledande termen &r (—1)™(2n)(2n — 1)...(n + 1), konstanta termen &r n!

FO) =1, [, flayde =1,

f(t) = ge' +

(a) alla k&

¢(z,y) = Tarccot

¢(z,y) = Larccot

Bildomrédet r: {w = (u,v) :u>—-1,v>0, (u+ %)+ (v—1)? >

w(w,y)=a+“%5[

56

1 _—t

b k<1

e’ —cosy
siny

1—x2—y2

2 2
arccot &=

(=2)?+(1-y)?-1

2_ 42y 4t

o(z,y) = 2ay(a? — y? +2).

a) Det sammanhingande omradet ) avbildas pad omradet mellan de koncentriska cirklarna |w| = 1 och

lw| =2 — /3.

1

2 4(

dzy(a?—y?)

y—v/3)?

b) QD(SC,y) = 21“(27\/5) 111

y(t):%+z

n#0

z2+(

i2(2 + in)
n(3+in)3

y+v3)2’

a) F(z) = 2a — |z| om |z| < 2a, annars O

e—iaf _ e—ib§

i§

eller

2¢7¢

(a+b)¢/2 Sil’l(b — a)§/2

3

b) F(§) =4

11

2
— arccot®

b}

}.

N[

)24zt

dzy(a?—y?)

sin? a&

52

som ir samma sak.

(b) n!/v/2n + 1.



