MATEMATIK

Chalmers tekniska hoégskola

Tentamen i Fourieranalys/Fouriermetoder, MVE030/MVE290, 25/08/2015, 8.30-
13.30

Hjalpmedel: Godkénd ridknedosa, BETA.

Telefonvakt: Tim Cardelin, 0703-088304.

Besokstider: ca 9.30 och 11.30

OBS: Ange linje samt personnummer och namn pa omslaget.
Ange kod pa wvarje inlamnat blad.
Motivera dina svar vél. Det ar i huvudsak berdkningarna och
motiveringarna som ger poéng, inte svaret. Skriv tydligt.
For betyg 3 kriavs 30p, for betyg 4 krivs 40p, och for betyg 5 kriavs 50p
av 60p mojliga plus ev. bonus
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1. Funktion f #r definierad pé intervall —m < ¢ < 7 som f(t) = > (—1)"™2(T — %)

n=1
(a) Hitta uttryck for f i elementéra funktioner. (4p)

(b) Argumentera for seriens konvergens for varje ¢ i intervallet. (2p)

o0 3
Losningsforslag: Formel (14) for L = 7 ger t3 ~ 3 (—1)"+1¥(1 — —P3) niir —7 < t <

7. Om vi fortsétter funktionen 27-periodisk (man ska definiera den i ¢ = (2k 4+ 1)7 dér
kan man t.ex. definiera den som f((2k + 1)7) = 0), sa ser man att den dr styckvisst
glatt. Satsen om konvergens av Fourierserier ger da att den konvergerar i varje punkt.
D4 funktionen dr kontinuerlig i alla punkter av (—m, ), konvergerar serien till ¢3.

2. (a) Hitta Fouriertransformerna till funktioner ze=*" och z2e~*". (4p)
(b) Anvind svaret i (a) for att hitta Fouriertransformen, samt utryck i elementéra
o
funktioner for funktionen f(y) = [ z(y — z)e =) gy (4p)
—00
o0 2
(c) Hitta [ z2e 2" da. (1p)
—00
Losningsforslag: Ur Beta (F28): ]-"(ﬁe‘xz) = ¢~ 1% Efter F11, ]:(%e_ﬂ) = d%e*ifz =
—%ﬁe‘ié, ie. Flze ™) = —i%ﬁ{e‘ié. P4 samma siitt F(z2e ") = V(1 —

Je)eit,
o

Ur Beta (F12) f(y) = [ z(y—z)e ™ "Wy = gxg(y) dir g(z) = ze~®". S& F(f) =

(—igy/mee i) (—igy/ate 1) = —meZe 2. Ur (F9), 2m(f(~a)) = F(—qn&%e 2%,
sa av (F5) f(z) = .F(—%§26_%€2) = —if(%g%—%?). Ur (F4) med a = 1/4/2, har man
flz)=—-3V2iym(1 - xQ)eféxQ =—Vor(l- 1‘2)67%12.



o
Observera att [ 12e 2y = — f(0) = @. Observera att ma kunde ocksa hitta

—0o0
integralen som 7.5.42. Da det var inte sagt hur man ska ridkna ut den, ger denna l6sning
ocksa 1p.

. Los foljande begynelsevirdet problem pa positiva halv-axeln med hjélp av Laplace trans-

form: «” + 4u = sint; u(0) = 0;u/(0) = 2. (8p)

Losningsforslag: Gor Laplace transform av ekvationen: s2U(s) — 2 + 4U(s) = 5211.

Récknar ut (s + 4)U( ) =2+ QH och U(s) = gi4 + (82+1)1(82+4) = zi4 + 3(821+1) -
1 _ 5

5D = 3 T+ s

u(t) = 2sin(2t) + § sin(t) ar svaret.

Vilken funktion har en sadan Lapalace transform?

. Vibration av en strang beskrivs med ekvationen uy = 4uy, for 0 < z < 1,t > 0,
med begynnelse/randvilkor u(x,0) = z — 2%, u(0,t) = 0,u(1,t) = 0,u(z,0) = 0. Los
ekvationen. (8p)

Losningsforslag: Variabelseparation for den homogena ekvationen: u(x,t) = X (z)T'(t).
Vi far T"/T = 4X" /X (= 4)), da vénster sida beror inte pa x och hégersidan beror
inte pa t. Randvilkorna ger X(0) = X(1) = 0,77(0) = 0. Loser forst X”/X = A,
X(0)=X(1)=0.

Om A =0, X(x) = ax + b och randvilkor ger a = b = 0, triviallosning.

Om \ = p? > 0, s& X(x) = Cr1eM® + Cre #®. X(0) = 0 medfor C; = —Cs. X(1) =0

medfor Cp(et — e ™) =0, sa C1 = Cy = 0, endast triviallosning.

Om A\ = —p? < 0, 54 X(z) = Cysin(ux) + Cycos(uz). X(0) = 0 medfor C; = 0.

X (1) = 0 medfor att enda icke-triviala losningar &r X (z) = Cysin(knz), nir p = k.

Nu I6ser vi 7" = —4(km)?T, med T'(0) = 0. T(t) = Bisin(2knt) + By cos(2knt).

T'(0) = 0 ger By = 0.

Alltsa u(x,t) = > agcos(2kwnt)sin(kmwz). Det atestar hitta ag, sadana att u(x,0) =
k=1

r— 2% dvs. x — 22 = Y apsin(knz). ap = 2f01(x — 2?)sin(krz)dr = 2([— & (z —

k=1
x2)cos(k7rx)]0+k7r fo (1- 2x) cos(kma)dr) = 2 ([ (1-2z) sin(krz) )i+ fo 2sin(kmx)dr) =
(k7r)2 k7r(1 - (_1)k) = ) (1 - (_1)k)

Losningen blir u(z,t) = > (kﬂ)g (1 — (—1)%) cos(2knt) sin(kmz).
k=1

. Los varmespridningsekvation u; = 4Au i en isolerade skiva z2 + y?> < 9. Randvil-
korna i polédra koordinater blir u,(3,6,t) = 0. Begynelsevilkor i polédra koordinater &r
u(r,8,0) = rcosf. (8p) I

poléra koordinater blir ekvationen u; = 4(uyy + r~Yu, + r~2ugg. Separerar variablerna.
u(r,0,t) = R(r)©(0)T(t). Vi ser att T"/T = 4(R"/R+ R'/(rR) + ©"/(r?0)) = 40, da
ena sida beror inte pa t och den andra pa r och 6.

Betrakta forst r2R”/R +rR'/R — or? = —0"/0 = \ (d& vinster sida beror inte pa
och hoger sida beror inte pa r.

© #r 27 periodisk, samt —©” /0 = X\. Om A = 0 maste © = af + b: ger O(f) = b 16sning.

Om \ = —12 <0, © = C1e”? + Cye"?: ger bara triviala 2r-periodiska 16sningar.



Om A\ = 0 Theta() = konst &r de enda periodiska 19sningar.
Om A\ = 2 > 0, O(0) = Cysin(vf) + Ca(vf) och 16sningar blir 27-periodiska om och
endast om v &r heltal.
Nu I6ser vi 7?2 R" +7R' — (or?+v?)R = 0. Om o > 0 s& &r losningen R(r) = C11,(\/or)+
CyK,(y/or). K, #r obegrinsad vid noll, sa Co = 0 och I, har inga nollstéllen for
derivatan, sa C; = 0 och vi har bara triviall 16sning.
Om o = 0 och v # 0 sa édr losningen R(r) = Cir¥ 4+ Cor™". Cy = 0 da r~¥ gar
mot odndlighet vid noll, och r™ saknar nollstéllen for derivatan alltsa &r 16sningen igen
triviall.
Om o = v = 0 dr allmén 16sning R(r) = A+ C'ln(r). CO = da In(r) gar till odndlighet
vid noll, men R(r) = A (konstant) dr méjliga 16sningar.
Om o = —p? < 0, sa ér 16sningen R(r) = CJ,(ur) + DY, (ur). Y, gar till oindlighet vid
noll, sa D = 0. Om R(r) = CJ,(ur) sa randvilkor R'(u3) = 0 ger att R(r) = J, (p,x7/3)
dér g, 1 ar nollstallen till derivatan av J,,. (u = p,, /3.
Det aterstar att 1osa T (t) = —%uﬁk och T'(t) = 0. Losningen dr T'(t) = Ce=5Mk* och
T(t) = konst.
Nér vi samlar alla ikke-trivialla 16sningar i linjér kombination, far vi
o0
uw(r,0,t) =C+ > Jn(pnir/3)(Apksin(nd) + By, i cos(n@)e_%“ivkt.
kn=1
Vi hittar koefficienterna genom begynelsevilkor.
o0
uw(r,0,0) =rcos(0) =C+ >  Jn(pnir/3)(Apisin(nd) + By, i, cos(nf). Da presen-
k=1,n=0
tationen som Fourierserien &r entydlig, ser vi att alla koefficienterna utom B, maste
vara noll.

Samt 7 = Y7 By J1(pnkr/3).
For att hitta koefficienter inser vi att Ji(uy, xr/3) utgér en ortogonal bas for funktioner
pa [0, 3] med vikten r (da de &r system av lsningar av Sturm-Liouville problem).

By = f03 erl(ul,kr/?))dr/ f03 Jl(,ul,kr/?))Qrdr.

2 -1 2 .
Jo Tipager/3)?rdr = §.7 (w1 x)? + %Jl(m,k) %uiﬁkk Ji(pk)?, da Ji (g k) = 0.

3
Jo 2 Ji(p g /3)dr = ,337 Jra? gy (a)de = %k[x 2(2))o"" = 2 o).
Alltsa u(r,0,t) = Z mJQ(MLk)Jl(MLkr/& cos(@)e_w?,kt ar svaret.
+oo
. Hitta det polynom P av grad hogst 2 som minimerar [ (e ©* _ P(x))2e " dx. Motivera
ditt svar. (6p)

Vi kan presentera P som linjirt kombination av forsta tre Hermit polynomer. Da Hermit
polynomer utgér en ortogonal bas med vikten e~ blir integralen minst da den kom-
bination &r férsta tre term i utveckling av e~*". Alltsa P(x) = Hy e e 2 dx ) /T +

Hi(x) % we 2 dx/(2/7) + Ha() [ (4a” —2> 2%/ (8/7) = F VT 40+
(40 — 2)(AVER/S — 27D (3/F) = 2 — (207 — DVE/S = 33— Yo



7. Formulera och bevisa satsen om approximativ etta. (8p)

8. Formulera och bevisa invers formel fér diskret Fouriertransform i speciel fall da man har
8 sémplingpunkter (N = 8). Obs! Definition for diskret Fouriertransform é&r lite olika i
Folland ock Beta - du kan ta vilken du vill men skriv tydlig vilken du anvénder. Beviset
maste stimma med definitionen som du anvénder. (7p)

Information om nér tentan ar fardigrattad och tid for visning av tentan kommer att ldmnas
pa kurshemsidan. Nér resultaten ar registrerade i Ladok kommer ett e-brev.

LYCKA TILL! Maria

Extra formler:

%(z‘”.]y(m)) =—z " Jy1(x)
% (2" Ty (2)) = 2" Jp_1(z)

b
2 b? / 2 M2b2—V2 2
Jy(px)“xde = 5Ju(ﬂb) + ————J, ()=, 1, b > 0,v > 0.
0



