MATEMATIK

Chalmers tekniska hoégskola

Tentamen i Fourieranalys/Fouriermetoder, MVE030/MVE290, 14/04/2015, 8.30-
13.30

Hjalpmedel: Godkénd ridknedosa, BETA.

Telefonvakt: Anders Martinsson, 0703-088304.

Besokstider: ca 9.30 och 11.30

OBS: Ange linje samt personnummer och namn pa omslaget.
Ange kod pa wvarje inlamnat blad.
Motivera dina svar vél. Det ar i huvudsak berdkningarna och
motiveringarna som ger poéng, inte svaret. Skriv tydligt.
For godkéant krévs minst 30 podng.

1. Utveckla funktionen f i sinusserie i intervallet (0,7), dir f ges av att f(z) = 2? for
0<z<7/2och f(x) =0 for 7/2 <z < . Ange ocksa i vilka punkterna pa hela reela
linjen som denna serie konvergerar och vad dess summan da &r. (7p)

[e.°]
Losningsforslag: Ur BETA 13.1 Sine and cosine series” f(x) = Y b, sin(nz) dér b, =

n=1
s w/2
2 [ f(z)sin(na)dz. I detta fall b, = [ 2?sin(nz)dz. (Det var mindre forvirring om
0 0
man ska utvekla x* pd mindre interval och dd anviida sin(2nz). Detta reknades som

grundlig fel.)

w/2
1 ™
by, = / 2% sin(nz)dz = $[2 cos(nz) + 2nzsin(nz) — n’a? cos(n:c)]o/2
0

= %(2 cos(nm/2) — 2 + 2nx sin(nm/2) — nx? cos(nw/2)).

Det var manga som tror att t.ex. cos(nw/2) =0, detta stimmer inte for t.ex jimna n.

Serien ér 27 periodisk och udda (vilket definierar konvergens om vi beskriver den pa
[0, 7]) och konvergerar pa [0, 7] till f(z) dér den &r kontinuerlig (dvs. [0, 7]\ {w/2}) och
till 72/8 i /2 (halvsumma till viinster och hoger grinsvirdet i m/2). Detta foljer till
det att funktionen ar styckvis glatt. (Jag tog en poing om man glomde linjen utanfor

[0,7]).
2. Los problemett (8p)
Ut — Uy = L COS 2T, O<x<1,t>0;
ug(0,t) = 0,uy(1,t) =0, t>0;
u(z,0) =z, 0<z<l.

Losningsforslag: Om vi tittar pa

Up — Ugy = 0, O<z<l1,t>0;
ux(oat) = Oauz(l7t) =0, t>0



ser vi att 16sningen blir en cosinusserie i x sa vi letar efter 16sningen av ohomogen pro-

[ee]
blem som u(z,t) = > ¢,(t) cos(nmx). Randvillkor u(x,0) = z ska skrivas om ocksa som
n=0

en cosinus serie: u(z,0) =z = 3 + Z 21 ( 12) cos(nmz). Vi bor da losa diffekvationen

c (t)+n?n2c,(t) =0, cn(()) = 2! ( 1) for n # 2 och cy(t)+22712ca(t) = t,co(0) = 0. For

n # 2 far vi: ¢, (t) = 22 (ﬂ) e‘”“t For n = 2 far vi Cg(?ﬁ)z#—mﬁ—Flgﬂeq‘”%.

Man kan ocksa lésa problemmet med hjilp av Laplace transform i t, med om man inte
delar w = v + w - rdkningar blir for kompliserade. Hdir

V¢ — Vg = tCOS 2T, O<x<1,t>0;
v.(0,t) = 0,v,(1,¢) =0, t> 0;
v(z,0) =0, 0<z<l.
och (loses som vanligt)
W — Wey = 0, O<ax<1,t>0;
wy(0,t) = 0,w,(1,¢) =0, t>0;
w(z,0) =z, 0<z<l.
oo 3.2 2 2 2 2
. Hitta o, 8,7, v som minimerar [ (e72% —qe™® 12 _Bre= /2 —yp2e 2 _pale=*"/2)2dy,
—0oQ
(8p) Losningsforslag: f 7"7”2 — ae™ /2 — Bpe~/2 — 7x26_12/2 — Vx3e_‘”2/2)2d:c =
— 00
o0 2 2 ° .
[ (e7® = (a+ Bz +yaz? + va?)2e " dx. (Det verkade vara svirast att komma till den
—0o0

omskrivning ratt, manga hade fel av typ e=3%° = &3¢=2°/2. Detta betraktas inte som

ett rdknefel.) Nu ser vi att vi forsoker approximera e~ med en tredjegrads polynom

i L2norm med vikt e=2". Tredjegrads polynomer ar en linjért holje av Hy, Hy1, Ho, H3,

Hermite’s polynomer som ér ortonormerade i L? med vikt e, 84 a+pr+yr?+vad =
o0 o

coHo + c1H1 + coHy + c3Hs, dir ¢, = [ f(@)Hy(z)e " dz/ i (Hp(z))%e %" dz och
—0o

— 00

f(z) = ™. Ur BETA 12.2 [ (H,(z))2e*"dz = nl2"/7 och Ho(z) = 1, Hy(z) =

—0oQ
2z, Ho(x) = 4a® — 2, H3(x) = 82% — 12x. Vi se genast att integraler for ¢; och c3
integrerar udda funktioner 6ver hela linjen och dérmed &r 0.

[ e Ho(z)e *dx = f e *dx = /T (BETA 7.5.41) och f e~ Hy(z)e " da =

—0o0

4 [ 2?2 dx —2 j e 2 dr =41, /T —2,/T = /T (wr BETA 7.5.41,42).

co =/3/VT=V2/2,co=—/F/(8YT) = —V2/16, a+ Br+ya’+vad = V2 /2Hy(x) -
V2/16Ha(z) = V2/2 — (V2/42? — V/2/8) = V22 — V2/42?%, ie. a = 3V2,8 = v = 0,
v = —V/2/4. (Det var en del som krdnglade med den allra sist utrikning. I flesta fall
raknades detta som slarvfel.)

. Los Dirichlet problem Au = 01 ringen 1 < r < 2 med randvérdena i poldra koordinater
u,(r,0) = 22 for r = 1 och u,(r,0) = 0 for r = 2. (7p)



o0
Losningsforslag: Lat w dr en 16sning. Skriv pa polédra koordinater u(r, #) = Z n(7) sin(nb)+
=0

o

b, (r) cos(nf). Laplace ekvationen blir 3~ ((al(r) + al,(r)/r — n?/r?) sin(nf) + (b (r) +
k=0

b, (r)/r — n?/r?) cos(nf)). Randvilkorna blir u,(2,0) = 0, u,(1,0) = cos*(0) = 3 +

3 cos(26). Entydlighet av sin / cos-utveckling leder till diffekvationer som definierar ay (r), by, (7).

For by har vi b + by = 0, b)(1) = 1, b{,(2) = 0. Allmén 1osning &r by = C + DIn(r), s&
= D/r vilket kan inte vara bada % i1 och01i2. Det betyder att ekvationen saknar

16sning.

. Los virmelednings ekvation u; = 4Awu i en isolerad halvskiva z? 4+ y> < 9, y > 0.

Randvilkor &r uy(z,0,t) = 0, och u,(z,y,t) = 0 niir 22 + y* = 9. Begynelsevilkor &r

’LL(.I‘, Y, 0) = ($2 + y2 - 9)y2 (8p)

Losningsforslag: Byt till poldara koordinater och separera variabler:

4T:; RH + R'rR+ ©"r?0 = ), da VL beror ej pa r och § och HL beror ej pa t. Sedan
QR” —|— rR'R — M\r? = —0"0 = 7 av samma anledning. Vi ska nu l6sa: 7" = 4\T;
2R”+TR’ M2 —7=0,R'(3)=0;0"+70 =0, ©/(0) = (1) = 0.

For det sista det finns tre fall 7 < 0,7 = 0, 7 > 0. Det forsta ger bara triviella 16sningar,

den andra ger konstanten, den tredje ger ©(6) = C cos(nf) om n? = 7.

For varje 7 = n? har vi for 12 R"+rR' — \r? —n? = 0, R'(3) = O tre fall: A > 0, A =0, \ <

0. I forsta fallet &r 16sningen AL, (v Ar) + BK,(vV/Ar) - K,, ér singulir i noll, sa B = 0. I’

har inga roter, sa A = 0. I den andra fall far vi Ar"+Br~" om n # 0, av vilken den andra

term #r singulir i noll dirmed B = 0, medan R'(3) = An3""! = 0 medfor A = 0. Om

n = 0,\ = 0 allmén 16sning #r A+ Bln(r). Vilkor R'(3) = B/3 = 0 medfér B = 0, men

konstanten &r en 16sning. I den sista fall allmén 16sning dr AJ,(v/—Ar) + BY,(v/—Ar).

Y, ar singulér i noll, sa B = 0.

Da vi behéver R/'(3) = 0, maste A\ = —,uz’n/Q, diir {1} ir mingd av nollstllen till

J).

Antligen ur 7" = 4\T foljer T(t) = Ceabnr,

Genom att ta linjdr kombination av hittade lésningar far vi

u(r,0,t) = C + Z ZanJ ,un k1) cos(nf)e” §Hkn
n=0 k=1

Begynnelsevilkor ger

. 1
(r* — 9r?)sin?(9) = (r* — 97’2)(5 - - cos (20)) = C + z:og Cr i In( un k1) cos(nd).

Entydlighet av cosinus utvekling ger oss C,, = 0 om n # 0,2 och %(7‘4 —9r?) =
o0 o

C+ Y. Copdo(Fpoxr) samt 5(rt — 9r%) = > CopJa(Fpekr). Da {1} U{Jok(300k7)}
k=1 k=1

och {Jo k(3 p2,,7)} dr tva ortogonala baser av L?([0,3],7), man kan hitta koefficienterna

3 3 3 3
C,Co, och Casom C = [(r4=9r?)-1-rdr/ [1%rdr, Cox = [(r'=9r?)Jo(3poxr)rdr/ [ JE(%po,r)rdr,
0 0 0 0
3 3
och Copo = [(r* — 9r?) Jo(Spapr)rdr/ [ J3(3uapr)rdr...
0 0



6. Satt

= /01 Vrsin(€x)dr

Berdkna o
| it@pa.
(8p)
Lésningférslag e’ = cos(z) + sin(z), dir cos(x) dr jaimn och sin(z) #r udda. Sa

fﬁsm {x) = f (fX[O 1]( T)— \/—7$X[—1,0}(~’C))6i§$d$- Alltsa f(§) = %}—(\/EX[O,I](QS)_
\/Txx[,lyo]( x)). Plancherel ger oss

[ t@Par=3 [ Wexp (o) - Ve g (e)Pds = 3.
—0o0 —0o0
Det var svart for nara att fa den jimna fortsditiningen rdtt.

7. Plancherels formel med bevis, for f,g, f,§ € L'. (8p)

8. Bevisa Wirtinger’s olikhet: Om u : R — R &r 2w-periodisk, kontinuerlig, har kontinuerlig
derivatan och [* wu(z)dz = 0, da géller [ (u(xz))?dz < [ (v/(x))?dz, med likheten

omm u(z) = C cos(z + «) for nagot C, a € R. (6p)
™

Losningsforslag: Utveckla w och ' i Fourier serie. ¢ = f w(z)dx = 0, ¢, = inc,.

[T (u(@)?de = 20 Y Jen | < 273 nPenl? = 7 ( de Olikheten &r klart da

n? > 1. likheten nas om bara termer dir n2 = 1 ar skllda fran noll. I sadant fall

w(x) = c_1e7® 4 1€ = C cos(x + ).

Extra formler:

%(x—m(m)) ey (x)

%(QZVJV(QZ)) =—z"J,_1(x)

2b2 _ 1/2

b 2
b
/ T (p)wde = EJL(M5)2 + #TJV(HW, 1,0 >0, v > 0.
0

Information om nér tentan &r fardigréttad och tid for visning av tentan kommer att limnas
pa kurshemsidan. Nér resultaten ar registrerade i Ladok kommer ett e-brev.

LYCKA TILL! Peter och Maria



