MVE290 - Fouriermetoder, TM2 2014/15
Inladmningsuppgifter i distributionsteori

Varje grupp skall gora de fyra forévningarna och en av huvudov-
ningarna. Forovningarna dr desamma for alla, utom att g skall
ersattas med den valda huvudoévningens nummer, alltsa
ett tal mellan 1 och 20. Losningarna tar darfor inte innehalla
symbolen q.

Nagra upplysningar

[ vissa uppgifter anvinds begreppet karakteristiska funktionen tor
en mangd E. Det betyder den funktion xg som ges av att xp(z)
dr 1 om z € E, annars 0. Salunda #r Heavisidefunktionen H (z)
den karakteristiska funktionen for positiva halvaxeln.

Vi skriver 9, for den distribution vars verkan pa en godtycklig
testfunktion ges av

0yl0] = o(y).

Detta uttryck skrivs ofta oegentligt som en integral, men det bor
undvikas har. Podngen med distributionerna ar ju att man kan
ersitta inkorrekta integraluttryck med véaldefinierade begrepp och
uttryck. I Folland betraktas d, som ett translat 6(. —y) av “Dirac-
funktionen” (ett battre namn &r Diracdistributionen) § = dy.

Observera tryckfelen pa sidorna 333 och 334 i Follands bok:
alla f 1 formlerna skall vara F'.

Det kanske skall papekas att en uppgifts svarighetsgrad ofta &r en
avtagande funktion av problemtextens langd.



Forovningar

(1) Verifiera enligt definitionen att
o
ulg] = e (q+m)
m=0
definierar en distribution u pa R. Som vanligt betecknar ¢ hér en
godtycklig testfunktion. Verifiera ocksa att distributionerna w,,
givha av

un[¢] = Y m’¢™ (g +m+n),
m=1

konvergerar svagt (dvs. i distributionsmening) mot 0-distributionen
da n — oo.

(ii) Betrakta distributionen

2
1

U= —= X(0, +E djtq-
Nz (0.q) P j+aq

Ange forst vad u[¢] blir, for en testfunktion ¢. Vad &r (distribu-
tions)derivatan ' 7 Hér svarar man lampligen med ett uttryck
som ger u':s verkan pa en godtycklig testfunktion. Bestam ocksé
en primitiv distribution till u; observera att detta innebéar att
finna en distribution och visa att dess derivata ar w. Illustrera
den primitiva distributionen med en graf.

Ledning for den primitiva distributionen: Ta en term 1 u 1 taget,
och bestdm en primitiv funktion till den forsta termen genom
integration. For att sen derivera den tilltdnkta primitiva dis-
tributionen kan man anvinda antingen definitionen av distribu-
tionsderivata eller Theorem 9.1 i Folland, som sammanfaller med
Exempel 1 pa sidan 5 i texten om distributioner i lanken pa kurs-
hemsidan. Observera i detta sammanhang att partialintegration
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ar tillaten bara i intervall dar funktionerna ar kontinuerliga och
forekommande derivator existerar.

(iii) LAt u, vara den distribution i R? vars verkan pa en testfunk-
tion ¢ &r ytintegralen av ¢ 6ver sfiren |z| = r. Mot vilka distri-
butioner konvergerar r*2ur/q svagt da r — 0 och da r — oo? Har

ar forstas testfunktionerna tredimensionella.

(iv) Fouriertransformen av 8 #r enligt Folland sid 335 § = 1,
alltsd den konstanta funktionen 1, uppfattad som en distribution.
Bestdm Fouriertransformen av 6, och av funktionen sin(z — q)
genom att anvinda definitionen av Fouriertransformen for tem-
pererade distributioner, formel (9.28) sid 333 i Folland. Den siger
efter korrektion att

ilg] = ulg],
dar ¢ dr en godtycklig Schwartzfunktion.



Huvudovningar

1. Funktionen u(x) = sgn x, definierad pé hela R, ligger varken
i L' eller L?, sa dess Fouriertransform kan inte definieras
med den vanliga integralen. Men eftersom den definierar en
tempererad distribution, har den en Fouriertransform ¢ , som
vi vill bestdmma.

(a) Visa att uy = wx(_n,n) konvergerar, som tempererade
distributioner, mot © d& N — oo. Dra slutsatsen att uy
konvergerar, i samma mening, mot .

(b) Rékna ut @y, och verifiera att den kan skrivas som en
konstant ganger

%(1 — cos N§).

For att bestdmma uy, eller dess verkan pa en Schwartzfunk-
tion ¢, behover vi alltsa integrera detta uttryck multiplicerat
med ¢(&). Dela da upp ¢ i en jamn och en udda funktion
¢j + ¢y; ange uttryck for dessa tva funktioner och ligg marke
till att bada dr Schwartzfunktioner. Observera sen att ¢; inte
ger nagot bidrag till integralen. Da aterstar

/_OO %6(5) (1 — cos N&) dE.

(c) Bréaket hir har ingen singularitet i 0, utan ar deriverbart
dven dér, eftersom ¢, (0) = 0 och man har féljande lemma.

Lemma Om 1 ér en Schwartzfunktion och ¥(0) = 0, si &r
Y (x)/x ocksa en Schwartzfunktion.

Visa med hjélp av detta lemma att [ d’“T(E) cos NEdE — 0
da N — oo, genom att partialintegrera. Da foljer det att

un|p] = konst. /OO %g(g) d€.
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Verifiera slutligen, genom att ta med dven ¢;, att detta be-
tyder att wy dr en konstant ganger distributionen X ~!, som
dven kallas P.V. 1/z och dr definierad péa sidan 324 i Fol-
land. Vad blir konstanten?

(d) Det aterstar att bevisa lemmat: Observera forst att det
bara dr 1:s utseende vid 0 som &r problemet. Skriv ¢(z) =
Jy ¥'(t) dt och byt variabel fran ¢ till s = t/x i denna inte-
gral. Sen kan man derivera m.a.p. = inne i s-integralen.

. (a) Visa att distributionerna w, = n(d1 — J_1) konvergerar
svagt mot en distribution u. Beskriv ungenorrf att ange dess
verkan pa en testfunktion. Kan u (be)skrivas pa nagot enk-
lare satt?

(b) Visa att funktionerna f, = 2nx(_1 1y konvergerar svagt
mot Diracdistributionen dp. Ge en alternativ 16sning av (a)
genom att verifiera att den svaga konvergensen f,, —
bestar om man deriverar bada leden i1 distributionsmening.

(c) Lat ¢ vara en testfunktion. Vad &r faltningarna w, * ¢
och f, * ¢, och mot vad konvergerar de da n — oco?

. Fourierserien
[ee]

Z(— 1)" cos nx
1
divergerar i vanlig mening. Vi skall se att den konvergerar i
distributionsmening, dvs. svagt, och bestidmma dess summa.

(a) Konvergens i L* medfor svag konvergens. Visa foljande
nagot starkare resultat: Anta att f och fy, N = 1.2,...,
ar 2m-periodiska funktioner, vars restriktioner till intervallet
[—m, ] alla tillhér L?[—m,w]. Anta ocksd att restriktionen
av fy konvergerar mot restriktionen av f i L?*-mening, dvs.



att -
/ ) — F(@)Pde — 0

da N — oo. Dessa periodiska funktioner kan ocksa ses som
distributioner pa R; visa att fy da konvergerar svagt mot f
(anvind Cauchy-Schwarz olikhet).

(b) Tillimpa nu (a) pa partialsummorna till Fourierserien

S°(—1)m Rt gj hiir: Verifiera att partialsummorna

,, SIN N

fN(x) - Z(_l) ,

konvergerar i L?*[—7, 7] och hitta summan f i tabell. Alltsa
har man ocksa svag konvergens om allt betraktas som distri-
butioner.

(¢) Derivera resultatet i (b) i distributionsmening, enligt sats,
for att se att ocksd Y (—1)" cosnx konvergerar svagt. Vad
blir summan?

4. Summan
+oo

U= Z (_1)k51+27rk

k=—00
konvergerar svagt mot en distribution, som ar 2m-periodisk.
(Hér betecknar 01, distributionsderivatan av distributio-
nen d149.5.) Vad ar dess verkan u[¢] pa en testfunktion ¢?
Enligt Follands Theorem 9.6 kan u utvecklas i Fourierserie,
med svag konvergens. Vilken Fourierserie far man?

Ledning: Utga fran den kiinda summan > dry, T > 0.
5. For p > 0 definierar

wlo) = [ ola) do
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en distribution u, pd R. Da p — 0 har denna integral for
de flesta testfunktioner ¢ inget dndligt gransvarde; verifiera
detta med exempel. Darfor har distributionerna w, inget
svagt gransvarde da pu — 0. Detta kan avhjilpas genom
multiplikation med en lamplig faktor. Bestdm en kvantitet
Q(n) sadan att Q(p)u,[¢] konvergerar da p — 0, for alla
testfunktioner ¢, och det mot ett virde som inte alltid &r 0.
Detta betyder att Q(u)u, konvergerar svagt da g — 0, mot
en distribution som inte ar nolldistributionen. Ange ocksa
vilken denna gransdistribution dr. Man har alltid g > 0 har.

Ledning: For att gissa vad Q(u) skall vara, ersétt forst ¢(x)
1 integralen med karakteristiska funktionen for ett intervall
(0,a). For en godtycklig testfunktion ¢ kan man sedan veri-
fiera konvergensen genom att dela upp den givna integralen
i integraler éver (0,a) och (a,00) och skriva ¢ som ¢(z) =
#(0) + (p(x) — ¢(0)) i den forsta integralen. Detta ger tre
integraler, som alla konvergerar da u — 0.

. En tempererad distribution v har en Fouriertransform i dis-
tributionsmening, som &r en annan tempererad distribution.
Med tanke pa den vanliga definitionen av Fouriertransfor-
men for integrabla funktioner ar det naturligt att tédnka sig
att man far Fouriertransformen &ven av u genom att lata den
verka pa funktionen t¢(x) = 7. Men det gar inte. Funk-
tionen ¢ ar inte en Schwartzfunktion, &n mindre en test-
funktion, och v kan i allménhet inte verka pa v¢; exempelvis
kan w vara given av ett polynom och kan da inte integreras
mot 1¢. Dock finns det en situation da detta fungerar.

Lat ndmligen u vara en distribution pa R som ar 0 utanfor
nagon begransad méangd. Det betyder att det finns nagot



R > 0 s att u[¢] = 0 for testfunktioner ¢ som &r 0 i inter-
vallet |x| < R. Da ér u tempererad. Enkla exempel dr u = 4,
tor ¢ € R och dess distributionsderivator u = 5(§m). Visa att
en sddan u kan verka pa alla ¢» 1 C*°(R), pa foljande sitt. Tag
en testfunktion 7 som ar 1 for [z| < R, och sitt ulyp] = ulyn);
verifiera att denna definition &r oberoende av valet av n. Da
kan u alltsi verka pa funktionen ¢ (z) = e %%, diir £ € R.
Visa att resultatet wu[t¢] blir (som man skulle gissa) Fouri-
ertransformen 4(¢). (Fouriertransformen @ &r ju definierad
som en tempererad distribution och blir alltsa i detta fall en
funktion.) Vad blir @ i exemplen ovan?

. Betrakta funktionen u(x) = In|z| som en distribution i R?
och i R?. Man vill bestimma Awu, tagen i distributions-
mening. Rakna forst ut Aw i vanlig, punktvis mening utanfor
singulariteten i origo, eventuellt med hjélp av polara koordi-
nater. Skriv sen upp den integral som ger verkan av distri-
butionen Au pa en testfunktion. Pa denna integral kan man
anvanda “Greens andra identitet”, som uttrycker integralen
av fAg — gAf over ett omrade 1 termer av en integral 6ver
omradets rand.. (Sla upp denna identitet, t.ex. genom att
googla pé “Green’s identities”.) Valj ett begrinsat omréade
vars komplement innehaller ett litet klot kring origo, och 1at
sedan klotets radie ga mot 0. Blir resultatet att distributio-
nen Au ges av de punktvisa virdena eller inte?

.Lat @ > 0. Funktionen u(z) = € #r begriinsad och
definierar darfor en tempererad distribution pa R. Bestdm
Fouriertransformen av denna distribution.

Ledning: Verifiera att distributionen u ar svaga gransvirdet
da e \, 0 av de integrabla funktionerna u.(z) = elio—9s",



10.

Deras Fouriertransformer ges av den vanliga integralen, som
kan raknas ut genom komplex integration eller analytisk fort-
sattning fran det kinda fallet a = 0. Lat slutligen € — 0.

Anta att distributionen u pa R uppfyller v’ = 0, den enklaste
av alla differentialekvationer. Visa att w da &r en konstant
funktion. Att tillata w att vara en distribution ger alltsa inga
“nya” losningar.

Ledning: Uttryck forst ekvationen i termer av hur w verkar
pa testfunktioner, med hjalp av definitionen av distributions-
derivata. Foljande lemma kommer sen att behovas.

Lemma. Om testfunktionen ¢ uppfyller [, ¢(z)dz =0, s&
ar ¢ = ¢’ for ndgon testfunktion 1.

Med detta lemma kan man gora sa hér: Fixera en testfunk-
tion ¢y med [ ¢o(z) dr = 1. Visa med hjilp av lemmat att
en godtycklig testfunktion ¢ kan skrivas som ¢ = C¢y + ¢/
dar v ar en testfunktion. Vilket virde far konstanten C7 Lat
nu u verka pa denna uppdelning.

Bevisa slutligen lemmat. (Man kan gissa hur ¢ skall viiljas.)

Efter en variabeltransformation kan vagekvationen i planet
skrivas 0%u/0x10x9 = 0. Det #r enkelt och vilkint att den
allménna losningen till denna ekvation ar u(xy, o) = f(z1)+
g(x2), déar f och g &r godtyckliga deriverbara funktioner.
Har har vi alltsa en term som &r oberoende av zo och en
som #r oberoende av x;. Men i distributionsmening finns
ytterligare 16sningar, av analogt slag fast de ar distributioner:
En distribution v i planet kallas oberoende av x9 om den &r
given av en distribution v; pa R pa sa sitt att for varje



11.

testfunktion ¢ i1 planet

old] = vy [ / b(z1, 73) dg;g} |

Héar menar vi att vy far verka pa den 1-dimensionella testfunk-
tionen z1 — [ ¢(x1,x2) drs. Denna terminologi dr rimlig,
eftersom man ser att v[¢] inte dndras om man translaterar ¢
i zo-axelns riktning. Vad blir v i specialfallet vy = ¢/, dvs.
vad blir d& v[¢] for en testfunktion ¢?

Visa nu att varje distribution som ar oberoende av xy satis-
fierar ekvationen 9%u/dx10z5 = 0 i distributionsmening.

[ detta resonemang kan man forstas lata xq och x5 byta roller,
och i sjalva verket ges den allménna distributionslosningen
till ekvationen av en summa av tva distributioner som é&r
oberoende av xy resp. x5 (detta behdver ej visas).

Funktionen 1/x pa R &r inte integrerbar néra 0, men den
gors till en distribution X!, dven kallad P.V. 1/x eller prin-
cipalviirdet av 1/z, enligt formel (9.17) pa sidan 324 i Fol-
land. Bestdm Fouriertransformen av denna distribution, pa
foljande sitt. Verifiera att produkten x X! som vintat ér
den konstanta funktionen 1; hédr anvinder vi produkten av
en (lamplig) funktion och en distribution, som definieras i
Follands formel (9.6). Fouriertransformera denna produkt,
vilket ger den sokta Fouriertransformens derivata. Sen finner
man den sokta Fouriertransformen genom att ta en primitiv
distribution, sd nir som pa en additiv konstant. (Hér tillater
vi oss att utnyttja huvudoévning 9, som medfor att tva prim-
itiva distributioner till samma distribution bara skiljer sig
med en konstant.) Bestdm slutligen den additiva konstan-
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12.

13.

ten genom att lata de inblandade distributionerna verka pa

. 2 . .
Schwartztfunktionen e, vars Fouriertransform man kinner.

Anvand resultatet for att ocksa finna Fouriertransformen av
Heavisidefunktionen.

Distributionen X!, &ven kallad P.V. 1/z eller principalviirdet
av 1/z, definieras i formel (9.17) pé sidan 324 i Folland. Def-
initionen &r ett sitt att gora funktionen 1/x till en distri-
bution genom att hantera dess icke-integrabla singularitet i
0. Bestam liksom i foregaende 6vning Fouriertransformen
av denna distribution, men nu med féljande metod. Visa
att X! &r gréansvirdet i svag mening av distributionerna
Uy, = ﬁl/n? Bestam sen Fouriertransformerna av u,, och
deras svaga gransvirde.

Anvind resultatet for att ocksa finna Fouriertransformen av

Heavisidefunktionen.

Vi ger ytterligare en metod att berikna Fouriertransformen
av den tempererade distributionen P.V. 1/x, &ven kallad prin-
cipalvirdet av 1/x, som definieras i formel (9.17) pa sidan 324
i Folland. Definitionen &r ett sitt att gora funktionen 1/x till
en distribution genom att hantera dess icke-integrabla singu-
laritet 1 0. (JAmfor de tva foregaende Gvningarna.) Integralen

00 6—2’955
/ dx
oo T

“borde” ge Fouriertransformen. Men den divergerar bade i 0
och 1 odndligheten, sa den har ingen mening. Déremot ar

e—i:z:§
/ dx
e<lz|]<R T
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14.

vildefinierad for alla positiva € och R .

(a) Visa att dessa integraler har ett gransvirde da e — 0 och
R — o0. Vad ér detta gransvirde, som funktion av & 7

Ledning: Skriv om exponentialuttrycket med cosinus och si-
nus, och behandla vardera termen for sig. Man kan ha nytta
av formel (29) i BETA 7.5, sidan 180.

(b) Visa darefter att gransvirdet faktiskt dr Fouriertransfor-
men av P.V. 1/z, genom att visa att de tempererade distri-

butionerna .
e—zxf

Xe<|z|<R

konvergerar mot P.V. 1/z 1 “tempererad distributionsmening”
dvs. deras verkan pa varje Schwartzfunktion konvergerar. I
Folland kallas detta “temperate convergence”. Eftersom de
vildefinierade integralerna ovan ger Fouriertransformerna av
dessa tempererade distributioner, racker det sen att forvissa
sig om att konvergens i tempererad distributionsmening med-
for konvergens for Fouriertransformerna, se Folland.

Theorem 9.6 1 Folland séger att varje 2m-periodisk distribu-
tion F kan utvecklas i en Fourierseriec F' = Y c,e™ som
konvergerar svagt mot F. (Folland har glomt att ange att
perioden skall vara 27.) Men {or att finna koefficienterna ¢,
kan man inte anvinda den vanliga integralformeln

(2m)~ / " P(@)ein da.

Denna integral saknar i allménhet mening, eftersom distri-
butionen F inte kan verka pi den funktion g som ir (27)~!
i intervallet [—m, 7] och 0 for ovrigt, for g dr ingen test-
funktion. Men man kan fa koefficienterna genom att lata F'
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15.

verka pa en testfunktion y som i viss mening approximerar
g. Detta beskrivs i Follands 6vning 9.3.1; genomfér denna
ovning. Observera da tryckfelen: i definitionen av x(x) (den
forsta formeln i 6vningen) skall (1 —t) i exponenterna i bada
integralerna vara (2m —t). Substitutionen som némns i del a
skall vara s = 2m — t. (Hér betecknar y forstés inte nagon
karakteristisk funktion.)

Ledning till del ¢ av Follands 6vning: Tillampa forst formeln i
del b pa f(x) = €. Utnyttja sen att F[¢] = > ¢, [ e ¢(x)
for alla testfunktioner ¢, och vilj ¢(z) = x(z)e ™**.

Denna 6vning handlar om vilka distributioner u som loser
ekvationen 1u = 0 for en given odndligt deriverbar funktion
v. Definitionen av sddana produkter ¢u dr Follands formel
(9.6).

(a) Visa att ekvationen 7 u = 0 endast har 1osningen
u = 0. Utga fran definitionen av produkt.

(b) Verifiera att ekvationen zu = 0 har l6sningarna u = C9,
dar C' ar en godtycklig konstant.

(c) Med hjilp av ett lemma skall vi se att ekvationen i (b) inte
har nagra andra losningar dn dessa. Fixera en testfunktion

Yo med (0) = 1.
Lemma. Varje testfunktion ¢ kan skrivas som ¢ = ¢(0)1y+
x1), for nagon testfunktion .

Anta att u 16ser ekvationen. Lat u verka pa en testfunktion
¢, och anvind lemmat for att visa att u = C'd for nagot C.

(d) Bevisa lemmat, t.ex. s& hér: Formeln i lemmat tvingar
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16.

oss att vélja 1 som

_ 9(x) = o(0)tho(x) _ ()
(x) = = )
x x

dar @Z definieras av den andra likheten. Det giller att visa
att ¥ ar en testfunktion. Verifiera forst att IL ar en testfunk-
tion med den extra egenskapen att 1)(0) = 0. D& skall man
visa att kvoten ¢)(z)/z ocksd dr en testfunktion. Det enda
problemet ar dess uppforande vid 0. Detta kan man klara
genom att skriva ¢(z) som integralen av derivatan fran 0 till
x och transformera till en integral fran 0 till 1. I den senare
integralen kan man sen derivera m.a.p. x.

Satt for e > 0

(0.9]

wlol = [ Jsinaf o) do
—0

for varje testfunktion ¢. Eftersom integralen konvergerar

definierar detta en distribution u.. Visa att uttrycket i allmén-

het divergerar da ¢ — 0, men att distributionerna su. kon-

vergerar svagt da ¢ — 0. Mot vilken distribution konvergerar

de?

Ledning: Det vasentliga har ar vad som hander néra sinus-
funktionens nollstallen, alltsa heltalsmultiplerna av 7. Visa
forst att om man tar bort en d-omgivning av varje sadan
punkt k7w, s gar integralen over det som aterstar mot 0 da
e — 0. Néra varje k7 kan man sen approximera sin x med
forsta termen i Taylorutvecklingen kring k7 och uppskatta

felet, och skriva ¢(x) = ¢(km) + (¢(z) — ¢(k7)).
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17.

18.

Den 27-periodiska funktionen cot 5 definierar en 27-periodisk
distribution © om man tar dess principalviarde vid singulari-
teterna, alltsa vid punkterna 27n, n € Z. For en testfunk-
tion ¢ innebér detta att

u[¢] = lim cot = o(z) dz.

e—0F |z—2mn|>e, n€Z 2

(a) Verifiera att detta griansvirde existerar for varje testfunk-
tion ¢, sa att man far en distribution.

Ledning: Utnyttja vid punkten 0 att cotangensfunktionen
ar udda, genom att subtrahera ¢(0) fran ¢ i t.ex. intervallet
[—1,1]. Jamf6r med definitionen av P.V. 1/x i Folland, sidan
324. Motsvarande i andra punkter 27n.

(b) Enligt Theorem 9.6 pa sidan 322 i Folland kan varje
periodisk distribution utvecklas i Fourierserie. (Folland har
glomt att ange att perioden skall vara 27.) Bestdm utveck-
lingen av wu.

Ledning: Visa genom (forsiktig) partialintegration att w ar
distributionsderivatan av funktionen 2In|sin |, vars Fouri-
erserie finns i tabell. Derivera termvis.

Anta (¢ ar ett komplext tal med Im ¢ > 0.

(a) Bestdm Fouriertransformen ¢, dér g(z) = #_Czj exen-
pelvis med en komplex integration.

(b) Berdkna den 1-periodiska funktionen
f(x) =) glx+n),
ne

ldmpligen genom att anviinda (a) och formeln i 6vning 9.4.15
i Folland, efter att ha gjort denna 6vning som ar ganska enkel.
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19.

20.

Observera att den serie man far &r Fourierserien fér f. Sum-
mera darefter denna serie.

Den klassiska vagekvationen uy — c?uy, = 0 i en rumsdimen-
sion har den allménna losningen u(z,t) = f(z + ct) + g(x —
ct), dar f och g ar godtyckliga, tva génger deriverbara funk-
tioner pa R. Har ar ¢ > 0 en konstant. Detta ar valkdnt och
skall ej visas.

Vi skall se att samma formel ger losningar i distributions-
mening dven under svagare villkor pa f och g. Eftersom
f(z + ct) och g(x — ct) kan behandlas helt analogt, nojer vi
oss med det forsta fallet.

Om f &r en kontinuerlig funktion pa R, sa ar f(x + ct),
betraktad som funktion i (z,t)-planet, en distribution u i
planet. Visa att w uppfyller vagekvationen i distributions-
mening.

Ledning: Man skall visa att verkan av distributionen wuy —
cu,, pa en godtycklig testfunktion, alltsd (uy — cug,)|d],
ar noll. Anvand definitionen av distributionsderivata for att
skriva detta uttyck som en integral i planet som innehaller
f och derivator av ¢. Gor ett lampligt variabelbyte i denna

integral.

Med ¢ menar vi Diracdistributionen pa R. Vi vill ge mening
at uttrycket d(z + ct), som en distribution w i planet. Hér
ar ¢ > 0 en konstant. For att definiera dess verkan pa en
tvadimensionell testfunktion ¢ tolkar vi “integralen”

//5(m + ct)op(x, t) dedt

genom att forst “integrera” i x, varvid d(x + ct) plockar ut
virdet av ¢(x,t) for x = —ct. Man far alltsé
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21.

/¢(—ct, t) dt,

som blir definitionen av u[¢]. Ligg mérke till att u[¢p] bara
beror av ¢:s varden pa en viss delméngd av planet; rita denna
delméngd. Verifiera darefter att distributionen w uppfyller
vagekvationen uy — 2y, = 0. (Detta &r en distributionslos-
ning till vagekvationen, som inte ar en funktion och darmed
inte en losning i vanlig mening. Jamfoér med foregaende 6vn-
ing.)

Ledning: For att se att uy — c?u,, = 01 distributionsmening,
observera forst att

w22\ (9 .8
Ut = C e =\ 5y T % ) o~ ‘oz )

Det récker alltsa att visa att % — c% = 0. Visa detta genom
att kombinera uttrycket for u[¢], definitionen av distribu-
tionsderivator och kedjeregeln tillimpad pa %gb(—w, ).

For 0 < A < 1 ér funktionen 2~*H (z) lokalt integrerbar och
definierar en tempererad distribution kallad X *. Bestim
dess Fouriertransform, exempelvis genom att férst observera
att XJ:)‘ ar svaga griansvardet av de integrabla funktionerna
e ““r  H(x) da e \, 0. Dessas Fouriertransformer ges, en-
ligt definitionen, av integralen

/ e—(e—i—if)mx—)\ dz,
0

som kan berdknas med hjilp av variabeltransformationen
¥’ = (e + i)x. Observera da att man far en integral 6ver

en strale i komplexa planet. For att komma tillbaka till R,
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22.

23.

24.

anviander man Cauchys integralsats och uppskattar integralen
over en cirkelbage. Detta leder till den integral som definierar
['(z) for komplexa z, se BETA 12.5, sidan 287. Lat sen € \, 0.
Denna uppgift ar fallet 0 < A < 1 av Follands 6vning 9.4.12,
sidan 340.

Gor ovning 9.5.3 1 Folland. Den handlar om att distribu-
tionslosningar till ekvationen Au = f, dir f ar en “snall”
funktion, i sjilva verket ar l6sningar i vanlig mening.

(a) Sétt uy(x) = Nsin Nz pa R och betrakta denna funk-
tion som en distribution. Visa, t ex. genom partialintegra-
tioner, att ux konvergerar svagt mot en distribution (vilken?)
da N — oo. Skissa grafen for uy; kan den forklara distributions-
konvergensen, trots avsaknaden av punktvis konvergens? Vad
hander om sin byts ut mot cos?

(b) Samma fragor for vy (z) = H(x)N cos Nz och for

H(x)N sin Nz.

(¢) Samma frigor for w, () = H(z) 2282 (Bara for sinus)
Ledning till (c¢): Bilda integralen av w, multiplicerad med
en testfunktion. Dar kan man partialintegrera pa sa satt att
man tar en primitiv funktion till w, exempelvis g(x) =
fox sin ny 2 dz'. Utnyttja sen att fOM Sltﬁ dt har ett kant gransvarde
da M — oo.

(a) Betrakta for r > 0 distributionen u, pa R definierad av

wlol == [ (0a) - ol0)

-r
dar ¢ ar en testfunktion. Visa att u, har ett svagt gransvirde
v dd r — 0, och att distributionen v ges av att v[¢] &r en
multipel av ¢”(0). Vilken multipel far man?
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25.

26.

Ledning: Taylorutveckla.

(b) Gor motsvarande i planet, med

wlel =1 [ (0fe.9) = 000.0) dady

Visa att man som grénsvéirde hér far en multipel (vilken?)
av Laplaceoperatorn i 0.

(c) Hur ser detta ut i n dimensioner?

Lat x4, xB och x¢o beteckna de karakteristiska funktionerna
for nedanstaende mingder i R?:

A={(z1,29) : 11 <0, x2 <0}

B = {(1171,.%2) 1+ < 0}
C ={(xy,25) : 23 + 23 < 1}.

Dessa funktioner kan betraktas som distributioner i planet.
Bestam distributionsderivatorna

Oxa/0x1, Oxp/0ry och  Oxc¢/0ry

samt andraderivatorna 9%y 4/0x10x9 och 0*xp/0x10x,.

Svaret bor vara uttryck som anger hur dessa derivator verkar
pa en testfunktion, och uttrycken skall inte innehalla nagra
derivator av testfunktionen.

Lat u vara distributionen v = In |z| pa R.

(a) Bestim dilationerna ul? for a > 0. Ar u homogen, och
1 sa fall av vilket gradtal? Se Folland sidan 311 och &vning
9.1.1.

(b) Visa att distributionsderivatan u' dr den distribution
X1 principalvirdet av 1/x, som definieras i formel (9.17) pé
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27.

sidan 324 i Folland. Ledning: Partialintegrera, men undvik
da singulariteten i 0.

(¢) Genomfor (a)-delen med u ersatt av u’.

Den funktion pa R som tar virdena 1/4/z for > 0 och 0 for
x < 0 ar lokalt integrerbar dven vid singulariteten i 0. Dér-
for definierar den en distribution pa R, som i Folland beteck-
nas X;l/ ?. Vi vill bestéimma derivatan av denna distribu-
tion. Funktionens punktvisa derivata tar virdena —a=%/2/2
for x > 0 och ar inte lokalt integrerbar. Den definierar darfor
inte automatiskt nagon distribution. Vi skall se att distribu-
tionsderivatan av X;l/ % inda hanger ihop med den punktvisa
derivatan. Visa att denna distributionsderivata ar —XJ:?’/ ? /2
dar distributionen X;3/2 ges 1 6vning 9.3.9 i Folland, i spe-
cialfallet A = 3/2 och med ett lampligt k.

Ledning. Skriv upp vad distributionsderivatans verkan pa
en testfunktion ¢ blir, enligt definitionen. (Jamfor ev. med
Folland formel (9.22) for X * pa sidan 327.) Fér att komma
harifran till uttrycket i 6vning 9.3.9, partialintegrera i de tva
intervallen (¢,1) och (1,00). Som primitiv funktion till ¢’
viljer man i det forstndmnda intervallet inte ¢ utan ¢ — ¢(0).
Sen far ¢ — 0.
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