Laboration i Fourieranalys for F2, TM2, Kf2 2013/14

Signalanalys med snabb Fouriertransform (FFT)

Den hir laborationen har tva syften: dels att visa hur den snabba Fouriertransformen
fungerar och vad man bor tinka pa nir den anvinds, dels att verkligen testa den pa ett
par exempel.

Laborationen bestar av tre uppgifter, men for F2 och Kf2 ingér bara de tva forsta. Den
tredje dr enbart for TM2. For samtliga kan laborationen ge upp till 4 bonuspoéng vid
tentamen. Den &r inte obligatorisk, men rekommenderas.

De olika uppgifterna gar ut pa att

1. med olika samplingsfrekvenser, och olika antal sampel analysera en ren sinus-
signal.

2. studera ett linjart filter, och sedan se hur “brus” passerar filtret och hur man hittar
signaler i brus

3. (for TM) studera effekter av ickelineariteter i filter.

Det enklaste dr att gora dessa uppgifter med hjilp av Matlab, och denna beskrivning dr
anpassad till det.

Rapport

Rapporten skall innehalla utskrifter av plottarna, i en skala dér det som &r visentligt for
uppgiften gér att se. Till varje deluppgift bor man skriva ett par rader som forklarar vad
plottarna visar och varfor de ser ut som som de gor.

Rapporterna far vara handskrivna under forutsdtining att de skrivs med lislig handstil.

Allmint om diskret och snabb Fouriertransform

Detta dr en kortfattad beskrivning; lds ocksa i Follands bok.
Lat f(t) : R — R vara en signal, och lat

fr= [ rera

vara dess Fouriertransform. Vi skall forst anta att f dr bandbegrdinsad, d.v.s. att det
finns en konstant Q s att f(w) = 0 om |w| > Q. Samplingssatsen siiger di att f dr
bestimd om man kinner f(¢,,) i punkterna ¢,, = nm /). Den mest hogfrekventa mojliga
komponenten i f dr alltsd e**?*, med period 27 /2. Samplingssatsen innebir alltsa att



man maste ha minst tva sampel per period for den hogsta tillatna frekvensen. Om det
dessutom ir sé att man bara ir intresserad av f(¢) i ett begriinsat intervall, sig 0 < ¢ <
T, racker det dirfor vésentligen att betrakta de sampelpunkter som faller inom detta
intervall; antalet punkter blir d& ungefir N = TQ /7. Funktionen kan visserligen inte
vara noll utanfor [0, T'] (eller nigot annat begrinsat intervall) om den &r bandbegrénsad,
men under ldmpliga forutsittningar blir felet inte sa stort.

Dirfor antar vi (felaktigt) att f(¢) = 0 utanfor intervallet [0, 7). Da skulle man kunna
anvinda samplingssatsen med ombytta roller for f och f ; visentligen har f bandbredd
T'/2. Det borde innebiira att det riicker att kiinna virdena f(w,,) for w, = n2x/T, for
alla jw,,| < Q.

For att snabbt komma fram till den diskreta Fouriertransformen viljer vi IV och sétter

a, = f(nT/N)  och  ap = Z a, e~ i2mmn/N.

Eftersom —i2nrmn/N = —i27w,nT /N blir summan hir, efter multiplikation med
steglingden T//N, en Riemannsumma till integralen [ f(t)e=*nr*dt = f(wy,). Det
betyder att a,,,7'/N bor vara en bra approximation av f (W, ). Dérfor kallas foljden a,
den diskreta Fouriertransformen av foljden (an)év ~1. Observera att @, ir periodisk
med period N, sa att det ricker att betrakta (dm)év ~1. 1 de fall vi sysslar med har man
dessutom symmetrier som gor det tillrickligt att betrakta bara héilften sd méanga virden,
0 < m < N/2. Se uppgift 1.1 nedan.

Precis som for Fouriertransformen finns det en inversionsformel for att berdkna a,,, om
Q,, dr kdnda:

N-1

ez27rmn/N ~

1

n N
m=0
Problemet ir nu att for att man skall fa ndgon noggrannhet i beréikningarna kréivs det att
N ir stort, och da blir det kostsamt att utféra berikningarna: det dr N koefficienter att
berikna, och for varje n skall en summa med N termer beréknas, i allt NV 2 operationer.
Men det finns ett sitt att gora berdkningarna mycket snabbare, det som kallas snabb

Fouriertransform (FFT).

Antag forst att IV &r delbart med 2, sig N = 2N;. Da kan man skriva

N;—1 N;—1
~ _ § —12mm2n /2N § —12mm(2n+1)/2N-
QAm ag2n€ / ! + a2n+1e ( )/ !
n=0 n=0
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n=0

Om man tittar efter, ser man att den forsta summan i (1) 4r en diskret Fouriertransform
av de Nj jamna koefficienterna as,, och den andra summan av de Ny udda koeffi-
cienterna aspy1. Vi skriver a, = ag, och al: = ag,41 for de udda respektive jimna



koefficienterna, dirnun = 0, ... N7 —1 sa att dimensionen halveras. Med motsvarande
beteckningar for de diskreta Fouriertransformerna far vi

am = @), +e72m/Ngu - for 0<m <Ny —1=N/2-1,
déir aJ, och a¥, dr periodiska med period N.

Kostnaden for att beriikna @/, och a, #r i storleksordningen 2N = N2 /2 operationer.
Forutom det gar det at en multiplikation och en addition per m, alltsd sammanlagt
N?/2 + N operationer (en operation riknas i dessa sammanhang ofta som en addition
och en multiplikation). Kostnaden har halverats. Men den stora vinsten gér man om Ny
i sin tur &r ett jamnt tal, sa att dven a’, och aY, kan berdiknas pa liknande sitt, och sa
vidare. Optimalt resultat fir man om N = 2¥, simst fir man om N ir ett primtal (for
da kan man inte gora nagot alls at kostnaden).

Av detta skil vill man ofta vélja IV som en tvapotens, och om man har ett antal sampel-
virden som ligger néra en tvapotens kan det se ut som en god ide att helt enkelt fylla pa
med sa manga nollor som behovs. Det gors i alla hiindelser ofta i praktiken ibland. Men
i matlab faktoriseras istillet NV i s manga primfaktorer som mgjligt, och man vinner
den berdkningstid som gar.

Laborationsuppgift 1

Denna del av laborationen gar mest ut pa att bekanta sig med f£ £t i matlab. Bérja med
att starta matlab och ldsa manualbladet till £ft

1. Sampla signalen f(t) = sin(8¢) + 2 cos(15t) N ganger i intervallet 0 < ¢ < T,
diar T' = 100, dvs. skapa en vektor x = [x (1), x(2), ..., x(N)],ddr
x (k+1)= £ (kT/N) &rdetk-te stickprovet (“samplet”) av signalen. Observera
att numreringen av vektorelement i matlab alltid startar med 1. Vilj som N nagra
olika 2-potenser (stora och sma) och berikna den diskreta Fouriertransformen av
x med hjélp av funktionen £ ft. Plotta dess absolutbelopp och i ett par fall ocksa
dess real- och imaginérdelar. Borja da med att plotta Fouriertransformen i hela
intervallet [1, N] och ldgg mirke till symmetrierna kring mittpunkten, som gor
att man kan ndja sig med att plotta den diskreta Fouriertransformen i halva inter-
vallet [1, N/2], hir och i det foljande. Man vill forstas sampla sa att frekvenserna
8 och 15 i Fouriertransformen blir tydligt synliga.

Stegléingden vid samplingen dr h = T'/N, i tidsvariabeln. Poiingen med den hir
delen av uppgiften &r att se att denna steglingd maste vara tillrickligt liten for
att man ska kunna uppticka alla frekvenser hos signalen. For att gora detta mera
precist kan man jimfora med samplingssatsen. Signalen dr bandbegriansad med
en hogsta frekvens w,,q., som i vart fall dr 15. Da sdger samplingssatsen att
signalen dr bestdmd av den samplade signalen om hw,,,, < m. Satsen krédver
egentligen att man samplar f Gver hela reella axeln, men resultatet stimmer ritt
vil dnda. Man brukar uttrycka detta i termer av den s.k. samplingsfrekvensen



v = 27 /h. (Antalet samplingar per tidsenhet dr 1/h, och om det handlade om
en rotation skulle man fa faktorn 27 genom att ga 6ver fran varv till radianer
per tidsenhet. Man siger ocksa vinkelfrekvens.) Nu blir olikheten v > 2wy, 4.
Samplingsfrekvens maste alltsd minst vara 2w, 4., som kallas Nyquistfrekven-
sen eller Nyquistgrénsen. I vart fall d&r v = 27 N/T sé vi far 2aN/T > 2wpmqz-
Med T = 100 och wy,qe = 15 fungerar exempelvis N = 22 = 512 mycket bra
for att gora frekvenserna w = 8 och w = 15 synliga. Undersok vilka 2-potenser
som gér bra som N-virde.

2. Tva sitt att modulera en radiovag for att Gverfora till exempel tal dr amplitudmo-
dulering och fasmodulering. Lat oss som ett exempel betrakta en bérfrekvens pa
v = 50 MHz (alltsa kortvagsbandet), och antag att “talet”, dvs. den signal man
vill overfora, bestar av signalen ¢(¢). Den modulerade signalen kommer da att
ha utseendet

fa(t) = (1 + a¢(t)) cos(vt) (am), resp.
fr(t) = cos(vt + ag(t)) (fm).

I bada fallen dr « en konstant som bestimmer moduleringsgraden.
Vilj nu v = 60 och a = 0.2, och antag att

¢(t) = sin(4t) 4+ 0.5 cos(7t).

Plotta den modulerade signalen, och dess spektrum (med hjidlp av £ft) for
amplitud- och fasmodulering. Vilka frekvenser dr det man ser? (Prova ev. att
variera frekvenserna i ¢.)

Laborationsuppgift 2

En vanlig typ av “signal” ér brus. Det innebir att ¢(¢) pa nagot sitt dr slumpvis fordelat.
En samplad signal som vi &r intresserade av hir kan ha olika beteende. Ett &r att ¢(¢,,)
ar helt oberoende av varandra, till exempel normalférdelade. Med matlab kan en sadan
brussignal (med N sampel) genereras genom

phi = randn(1,N).

Ett annat slags brus, betecknat v, uppstér om i stillet differenserna ¢ (t,,+1) — ¥(ty)
ar oberoende slumptal. I matlab kan man skriva t.ex.

psi(l) = phi(1);

for 3=2:N, psi(j)=psi(j-1)+phi(j); end

(For att fa ett mer realistiskt brus borde man hir egentligen byta phi (J) i summan
mot phi (t) «sqgrt (dt), ddr dt= At = t,,41 — t,, men det ger bara ett fel med en
konstant faktor, och for vart dindamal spelar det ingen roll.)

Jamfor resultaten mellan foregaende exempel och A, som ges av

lambda (1) = phi(1l);

for 3=2:N, lambda (j)=phi (j-1)+phi(j); end



1. Skapa brussignaler phi, psi och lambda enligt ovanstaende. Plotta tidsse-
rierna, och dven deras spektra med hjilp av fft-algoritmen. Varfor far spektrum
olika utseende i de tre fallen?

2. Med hjilp av spektralanalys kan man forsoka hitta signaler i brus. Pa kurshemsi-
dan finns en lidnk till en fil som innehaller sampel fran en brusig signal, samplad
Over ett tidsintervall pa 10 sekunder. Himta hem den, lds in den i matlab, och
undersok om det finns ndgot i den som liknar en signal. Ange i sa fall tydliga
frekvenser, och deras relativa amplitud. OBS. Datafilerna genereras individuellt
till var och en som hdmtar den. Folj instruktionerna f6r nedhdmtning. I labora-
tionsrapporten skall identifikationstalet ftal anges.

3. Ett enkelt filter kan modelleras med en differentialekvation
v (t) + 2kv' (t) + WP (t) = f(1);

hir dr f(¢) insignalen, och v(t) utsignalen. Denna deluppgift bestar i att mata in
bruset phi som beskrivits ovan och plotta spektrum for utsignalen. I matlab kan
man gora det pa detta sitt:

e Konstruera en matlabfunktion, en fil odedef . m, som innehaller definitio-
nen av differentialekvationen, enligt

function outl = odedef (t,y)
global tlist flist; tlist och flist &r vektorer
som innehdller sampeltidpunkter
och sampelvarden for
insignalen
a=0.25; % 2k, som dr dé@&mpning
b=100.0; % omega”2
outl = [y(2);

interpl (tlist,flist,t)
detta skapar en interpolerad
funktion av (tlist, flist)
—axy (2) -b*xy (1) 1;

o o o o

o° oo

e Skapa sedan en matlab skriptfil till exempel s hér:

% globala deklarationer

global tlist flist

N = 10000;

Tmax = 10.0;

dt = Tmax / N;

tlist = dt : dt : Tmax;

% skapa en insignal

flist = 10xrandn(1,N);

[ T, v ] = oded5(’'odedef’, tlist, [0, 01]);



Efter korning av denna fil innehdller v (3, 1) losningen vid tid ¢;, och
v (j, 2) innehaller 16sningens derivata.

Vilka frekenser syns i utsignalen?

Laborationsuppgift 3  (avsedd endast for TM)

Denna del av laborationen handlar om ickelineariteter och hur dessa paverkar spekt-
rum.

1. En forstirkare skall idealt sett vara linjér, utsignalen v(t) skall vara proportionell
mot insignalen f(¢):

v(t) = Kf(t).
En riktig forstirkare kan istéllet tinkas ge en utsignal pa formen
() = Kf(t) +bf(t)* +cf(t)?,

dir konstanterna b och ¢ ej bada ér 0. Lat f(t) = cos(8t) eller f(t) = cos(8t) +
sin(11¢). Studera med dessa tva funktioner f utsignalens spektrum. Vilj i bada
fallen minst tre kombinationer av virden pa b och ¢ som ger visentligt olika
utfall. Gor ocksa en teoretisk analys for att forklara de erhallna resultaten, t ex
med hjilp av additionssatser for trigonometriska funktioner.

2. Vi gér tillbaka till filtrets differentialekvation, men modifierar den en aning:
v" (t) 4+ bu(t) (1 4+ nu(t)?) = Acos(wt),

med b # 0 och 77 # 0. I denna ekvation har ddmpningen tagits bort, men en icke-
linjdr (kubisk) term har tillkommit. Ekvationen brukar kallas Duffingekvationen.
Studera spektrum av 16sningen v(¢) som ovan, for nagra kombinationer av 7, b,
w och A. Det viktigaste &r att variera 1. Visa med exempel att ett stort 7-virde
ger ett kaotiskt beteende, och att ett 7 av samma storleksordning som b kan ge
ett timligen regelbundet beteende.

3. Icke-lineariteten i Duffingekvationen visar sig pa flera sitt. Visa forst att 16s-
ningen inte #r proportionell mot A, genom att hitta ett exempel som gor detta
tydligt. Visa ocksa att 16sningen inte beror additivt av hogerledet, t.ex. sa hir:
Ersitt hogerledet med en summa av tva cosinusfunktioner med olika frekven-
ser. Askadliggdr genom att titta p spektrum att 15sningen for summan inte ir
summan av l6sningarna for var och en av cosinusfunktinerna.



