Lisanvisningar for Fourieranalys, 2011

Kursbok ar Folland, Fourier analysis and its applications. Har skall innehéllet i de olika
kapitlen diskuteras, och det anges vilka avsnitt som &r centrala och vilka som kan lisas mer
oversiktligt. Kapitel 1 borjar med en diskussion av fysikens partiella differentialekvationer. Detta
bor vara bekant frdn annat sammanhang och kan darfor lisas kursivt (géller avsnitt 1.1-1.2).
Avsnitt 1.3 dr diremot ytterst centralt, ty dér presenteras de grundliggande principerna for
variabelseparationsmetoden. Det framgar att vi maste kunna utveckla funktioner i olika typer
av serier. Detta dr sedan ett genomgiende tema i resten av boken. Ett forsta exempel dr ut-
vecklingen av periodiska funktioner i trigonometriska Fourierserier (Kapitel 2). Detta ndmndes i
kursen i linjér algebra. Observera att dessa serier har en reell och en komplex version, som kan
oversdttas i varandra; sambandet mellan koefficienterna ges av (2.3) och (2.4). Bessels olikhet pa
sid. 30 kommer i Kapitel 3 att visas vara ett specialfall av en allmédnnare sats. Notera speciellt
Corollary 2.1.

Den viktigaste satsen i Kapitel 2 &r konvergenssatsen Theorem 2.1. For konvergensen i kon-
tinuitetspunkter kan man ge ett enklare bevis &n i boken. Detta skall presenteras har. Forst ett
litet lemma rérande de komplexa Fourierkoefficienterna ¢, och hur de beror pa funktionen f.

Lemma 2.5. Lil ¢, = c,(f) = % ffﬁf(ﬁ)e*mg df. Da gdller
(a) cn(af +Bg) = acy(f) + Benlg), o, B konstanta.

(b) cn<1>:6no:{?: "z

() en(€™f) = cor(f), Kk heltal.
Beuwis. (a) och (b) uppenbara. (c):
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Beuvis for Theorem 2.1 i kontinuitetspunkter. Antag att f ar kontinuerlig i 6y. Satt
_ f0) — f(6)

0 =1 =

Funktionen g har samma kontinuitetsegenskaper som f da 6 # 6y, och vidare har g(6) hoger-
och vinstergransvarden i fg. Vi har ndmligen enligt I'Hospitals regel
(0 ! 9—1— Ut

lim ¢(@) = lim *=—F = ~—
0—0F g( ) 0—oF ieit ieio 6—0, ie'%

Alltsé dr g styckvis kontinuerlig, och enligt en f6ljdsats till Bessels olikhet (Corollary 2.1) géller
da att ¢,(g) — 0 d& n — +oo. Vi skriver

F(8) = f(Bo) + ¢ g(6) — e g(6).

Enligt Lemma 2.5 &r

cn(f) = f(fo)en(1) + cn(eieg) - eiaocn(g) = f(60)dno + cn-1(g) — ewocn(g)-



Hér &r 0,0 samma Kroneckerdelta som inférdes i lemmats formulering. Med d,, = cn_l(g)emeo

far vi for Fourierseriens delsummor i punkten 6y

N N N
SZ{,(GQ) = Z Cn(f)eim% _ Z f(go)em&o(sno + Z (Cn_1(g)€m90 _ Cn(g)ei(n-i-l)eo)
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= f(90> + Z (dn - dn+1)
n=—N

= f(bo) +d-y —d-Ny1+d - Ny1—d Ny2+ - +dy1—dy+dy —dnp
= f(6o) +d_n — dn41.

Men enligt ovan har vi att
|dn| = |Cn71(g)| — 0da n — £oo.

Alltsa géller att d_ny — 0 och dyy1 — 0da N — oo, dvs.

(e}

> calf)e = lim S§(60) = F(6o). .
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I avsnitt 2.3 studeras i forsta hand satserna 2.2-2.4 om hur Fourierserier deriveras och inte-
greras. Las i avsnitt 2.4 om Fouriercosinus- och Fouriersinusserier erhallna genom jamn resp. udda
utvidgning. For allménna intervall &r de relevanta formlerna (2.20)—(2.24). "These formulas are
probably worth memorizing”, for att citera fran sid. 43. I avsnitt 2.5 tas traden fran Kapitel 1
upp, och begynnelsevirdesproblem diskuteras i nagra typiska fall. Detta kan ldsas kursivt.

Vi vill nu fortsétta med Fouriertransformer i Kapitel 7, men dessférinnan beh6vs viss grund-
liggande terminologi fran borjan pa Kapitel 3. Avsnitten 3.1 och 3.2 innehaller inget som inte
redan ar kint fran Linjir algebra. Darfér bor det ricka med en snabb genomlisning for att
fastligga definitioner och terminologi. Det centrala dr definitionen av skaldrprodukt eller inre
produkt i (3.3) och (3.4). Observera varningen nagra rader ldngre upp rérande vilken faktor som
konjugeras. Begrunda "Important Remark” pa sid. 65. Studera begreppet konvergens i norm pa
sid. 72 och begreppet L?(a,b) pa sid. 74. Vi skall dock inte férdjupa oss i Lebesgueintegrerbara
funktioners egenskaper; i de flesta sammanhang ricker det att tdnka pa styckvis kontinuerliga
funktioner. Satsen om dominerad konvergens pa sid. 83 &r dock nyttig.

I Kapitel 7 kan det vara bra att forst ldsa igenom inledningen pa sid. 204-205. G& dérefter
till avsnitt 7.2 och lds om Fouriertransformens definition och grundliggande egenskaper jamte
nagra viktiga exempel pa sid. 213-216. I anslutning till Theorem 7.5(d) kan man lésa om faltning
pa sid. 206-207. Inversionssatsen finns i olika varianter; vi skall studera satsen pa sid. 218 (med
bevis) och Theorem 7.6 (utan bevis). For aterstoden av 7.2 réicker det att konstatera att Fourier-
transformen kan utstrickas till L?, varvid de grundliggande egenskaperna forblir giltiga. Nu
tillkommer ocksd Plancherels sats. I avsnitt 7.3 lases om hur Fouriertransform kan anvindas for
att losa partiella differentialekvationer. Tillimpningar pa signalanalys finns redan behandlade
i "Tillampningar av komplex analys och Fourieranalys”. Dar ges dven ett alternativt bevis till
samplingsteoremet. Lis definitionen av Fouriercosinus- och Fouriersinustransformen pé sid. 238
med tillhérande inversionsformler i (7.28). Las i avsnitt 7.6 om den diskreta Fouriertransformen,
inklusive snabb Fouriertransform (FFT) for numeriska berdkningar.



Den allménna teorin for ortogonalsystem i avsnitten 3.3 och 3.4 kan med fordel utgd fran
projektionssatsen sddan den dr kind fran linjér algebra (jfr Corollary 2.1, sid. 85): Lat {¢n}oe
vara en ortonormalfsljd (t.ex. i PC(a,b) eller L?(a,b)), och l1at U vara underrummet genererat
av ©1,...,pnN. For godtyckligt f giller att den basta approximationen av f med en funktion i
Usr f= Zivzl(f, ©n)@n. Skillnaden f — f &r ortogonal mot U, och

N
Lf = FI2 = 117 = D 1o (%)
n=1

Formel (x) bevisas med en upprepad anvindning av Pythagoras sats. Ur () foljer sedan
direkt dels Bessels olikhet, dels ekvivalensen mellan (b) och (c¢) i Theorem 3.4. Det &r bara for
implikationen (a) = (b) i Theorem 3.4 som man behéver utnyttja fullstiindigheten hos L?(a, b).
Nérmare bestamt beh6vs Lemma 3.2 som garanterar att >, (f, ¢n)¢n alltid konvergerar i
L*(a,b). Theorem 3.5 ges utan bevis.

I avsnitt 3.5 gar vi direkt pa definitionen av ett regulért Sturm-Liouville-problem med sepa-
rerade randvillkor. Vi bevisar sedan Theorem 3.9 med hjilp av de relevanta kalkylerna pa sid.
87-88. Theorem 3.10 formuleras.

Kapitel 4 &ar centralt. Har anvinds den tidigare teorin for att 16sa diverse randvirdespro-
blem for partiella differentialekvationer. Lis noga avsnitt 4.1, som presenterar nigra anvindbara
metoder for att hantera icke-homogena problem.

Vid variabelseparation i cylinderkoordinater erhalles ofta Besselfunktioner. Dessa studeras i
Kapitel 5. Dér gar vi igenom inledningen och avsnitten 5.1, 5.2, 5.4 (inget bevis for Lemma 5.3)
och tilldmpningarna i avsnitt 5.5. Kort orientering om funktionerna I, och K, i avsnitt 5.6.

Bland de viktigaste exemplen pa ortogonala funktionssystem mérks ortogonala polynom.
Vi skall sérskilt studera Legendre-, Hermite- och Laguerrepolynom, vilka &r av betydelse vid
losandet av vissa partiella differentialekvationer (Laplaces ekvation och Schréodingerekvationen).
Dessa polynom har manga gemensamma egenskaper: de definieras av en Rodrigues formel, de &r
l6sningar till ett egenvirdesproblem av Sturm-Liouville-typ, de satisfierar en andra ordningens
differensekvation (eller rekurrensekvation) och det finns en genererande funktion. I Kapitel 6
ingér inledningen av avsnitt 6.1, och i avsnitt 6.2 ingar Theorem 6.1, Theorem 6.2 och Theorem
6.5 (utan bevis). I avsnitt 6.3 genomfors variabelseparation i sfiriska koordinater ledande till
(6.17), men i fortsdttningen behandlas mest fallet m = 0 (¢-oberoende lésning; observera att
Folland anvénder 6 i stéllet for ¢ och tvirtom), vilket leder till en 16sningsansats av formen

u(r,6) = Z(Anr” + B,r " HP,(cos b).

n=0

Kort orientering om klotytefunktionerna (spherical harmonics) Y;,,,,. Ett urval satser om Hermite-
och Laguerrepolynom: Theorem 6.11, 6.13 och 6.15 (bevis for ortogonalitet och norm).

I Kapitel 9 studeras distributioner (eller generaliserade funktioner) och motiveras manga av
de formella kalkyler vi gjort i tidigare avsnitt. Vi begrénsar oss till introduktionen i avsnitt 9.1
och litet om svag konvergens (Theorem 9.3 och impulstag i avsnitt 9.3).



